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Predmbulo

Este es el segundo de los informes publicados 
del proyecto de colaboracion entre ENRESA y la 
Universidad Politecnica de Valencia (UPV) "Incor- 
poracion de medidas geoffsicas en la estimacion 
de permeabilidades"

El objetivo de este informe es describir una serie 
de tecnicas geoestadfsticas que nos permitan utili­
zer las relaciones entre para metros geoffsicos e hi- 
drogeologicos descritas en el informe anterior,

para la modelizacion de la variabilidad espacial 
de estos ultimos con el mayor grado de confianza 
posible.

Este informe describe con mucho mayor detalle, 
las caracteristicas de los metodos de estimacion 
que se utilizaron en uno de los posteres y en la po- 
nencia presentadas por el Departamento de Inge- 
nieria Hidraulica y Medio Ambiente de la UPV en 
las segundas jornadas de l+D.
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1. Introduction

Una cuestidn importante en hidrogeologfa, mi- 
neria, industria del petroleo y medio ambiente es 
la consideration de la information disponible a 
partir de distintas fuentes, con vistas a realizer pre- 
dicciones de aquellos parametros que caracterizan 
el comportamiento del medio geologico estudia- 
do.

La resolution de los problemas mas comunes en 
cualquiera de las areas mencionadas, requiere 
una buena description del medio en terminos de 
arquitectura geologico, distribution especial de 
heterogeneidades, zones preferenciales de flujo y 
propiedades e interacciones entre rocas y fluidos. 
La solution pasa comunmente por desarrollar un 
modelo numerico que permita predecir las respues- 
tas del sistema, sea este un acuffero, un repositorio 
de residues toxicos, un yacimiento o una mina. To- 
dos estos modelos se apoyan en la information 
proveniente de observaciones reales, y su aplicabili- 
dad esta restringida por la escasez de datos.

La geoestadfstica ha abordado en los ultimos 
anos la cuestion general de la integration de infor­
mation, proponiendo una sene de tecnicas que 
permiten paliar la escasez de datos mediante la in­
corporation de information imprecise y, en algu-

nos casos, relacionada solo debilmente con el pa- 
rametro en estudio. La description de estas tecni­
cas es el objeto de este informe. No pretendemos 
presenter un desarrollo matematico exhaustive de 
coda una de ellas, sino mas bien describir y sena­
tor sus ventajas e inconvenientes, asf como hablar 
de algunos aspectos relacionados con la aplica- 
cion de las mismas a la estimation de parametros 
hidrogeologicos como la porosidad y la permeabi- 
lidad, y de la geometna de la formation.

Comenzamos describiendo los distintos tipos de 
information con los que se puede contar en una 
situation real, sus fuentes y las escalas de las que 
provienen. Luego introducimos el problema de la 
interpolation de un atributo correlacionado en el 
espacio, con el objetivo de obtener la maxima in­
formation a partir de los datos disponibles. Sugeri- 
mos una clasificacion de los algoritmos propuestos 
y pasamos a describir coda uno de ellos. Por ulti­
mo, presentamos un ejemplo de aplicacion para 
evaluar el comportamiento de coda algoritmo. To- 
dos los programas utilizados en este ejercicio per- 
tenecen a la libreria GSLIB (Deutsch y Journel, 
1992a).
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2. Tipos de information disponible

Supongamos que estamos interesados en carto- 
grafiar la porosidad de un determinado medio 
geoldgico. Inicialmente es posible contar con una 
serie de medidas diredas de porosidad. Estas me- 
didas pueden provenir de ensayos realizados in 
situ o sobre testigos en laboratorio. En am bos ca­
ses, su determinacidn requiere la realizacion de 
perforaciones en el terreno, lo cual implica, por un 
Iado, un alto costo, y por otro la alteration del 
subsuelo. Por esta razon las medidas diredas de 
parametros hidrogeoldgicos suelen ser escasas y 
espacialmente disperses. Desde el punto de vista 
de la modelizacion matematica de nuestro proble- 
ma, se considera a la information direda como in­
formation precise o dura, es decir como informa­
cion cuya incertidumbre puede considerarse des- 
preciable.

Afortunadamente, ademas de la informacidn di­
reda de porosidad, es comun contar con otro tipo 
de informacion, como por ejemplo la contenida en 
un mapa de velocidades o atenuaciones sfsmicas 
proveniente de la inversion de un tomograma entre 
pozos. Esta informacion se dice indireda pues no 
proporciona una medida direda de la porosidad, 
sino la de un atributo como la velocidad o la ate- 
nuacidn sfsmica, que esperamos tenga alguna co­
rrelation con aquella. Dado la naturaleza indireda 
de esta informacion se la denomina informacion 
imprecise o blanda. Hablamos de una informacion 
cuyos valores deben ser acompanados de una me­
dida que especifique su grado de confianza.

Cuando se habla de informacion precise o im­
precise no nos estamos refiriendo a la bonded con 
la que fue medida, sino que estamos distinguiendo 
entre dos conjuntos de datos, uno de ellos con 
medidas directas del atributo que nos interesa, el 
otro con medidas de algun parametro el cual debe 
ser tratado adecuadamente para ser incorporado 
en el proceso de estimation del primero. El error 
en la determinacidn de una medida de velocidad 
sfsmica puede ser del 1 %, mientras que la permea- 
bilidad deducida a partir de un ensayo de bombeo 
puede tener un error del 15 o del 20%. Sin embar­
go la incertidumbre que existe acerca de la rela­
tion entre permeabilidad y velocidad sfsmica, a la 
bora de estimar la primero en funcion de la segun- 
da, hace que la confianza asignada a la velocidad 
sea menor que la otorgada a una medida directa 
de permeabilidad.

La importance de considerar la informacion in­
directa radica en que esta puede estar disponible 
en mayor cantidad que la informacion hidrogeolo- 
gica directa, y en que no es necesario destruir el 
medio para obtenerla. Una campana sfsmica en 
3D, por ejemplo, puede suministrar informacion 
exhaustive de la variable secundaria sobre toda el 
area estudiada.

Una caracterfstica adicional de la informacion 
disponible es la diferencia de las escalas a la que 
fue obtenida. Las medidas directas sobre testigos, 
las mas caras y escasas, estan definidas sobre una 
escala muy pequena, del orden de unos pocos 
centfmetros cubicos. La geoffsica de pozos propor­
ciona medidas cuya representatividad esta restrin- 
gida a las regiones inmediatamente adyacentes a 
las paredes de la perforation. La interpretacidn 
geologica de los datos de pozos puede dar infor­
macion acerca de la continuidad lateral de los es- 
tratos encontrados a lo largo de la perforacion. La 
tomograffa y los metodos sfsmicos tradicionales 
proporcionan informacion sobre la region com- 
prendida entre pozos. Los ensayos de bombeo son 
capaces de dar valores de la permeabilidad y del 
almacenamiento para volumenes muy grandes.

En el ejemplo que Memos introducido del carto- 
grafiado de la porosidad, los datos sfsmicos son 
representativos de un area que puede ser de mu- 
chos metros cuadrados, mientras que la corres- 
pondiente a medidas en perforaciones es del or­
den de un metro cuadrado o menos. Los registros 
sfsmicos cubren densamente la region entre pozos, 
mientras que los registros en perforaciones solo es­
tan disponibles en coda una de estas y son repre­
sentativos de la region inmediatamente vecina a la 
pared de los pozos. Por consiguiente, una estima­
cion de la porosidad entre pozos considerando 
solo la informacion obtenida a partir de los regis­
tros realizados en perforaciones no es en general 
representative de la realidad. Dado que la estruc- 
tura especial de la velocidad sfsmica esta bastante 
bien relacionada con la de la porosidad, la incor­
poration de esta informacion en el proceso de es­
timacion producira mejores resultados.

El problema es, por tanto, no solo la integration 
de informacion de distinta calidad sino a distintas 
escalas, con el fin de obtener una mejor caracteri- 
zacion de la distribution espacial de los parame­
tros hidrogeoldgicos fundamentales.
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3. Interpolation en el espacio

Se planted el problema de la interpolacion espe­
cial de una variable a partir de dates de diferente 
tipo y fiabilidad, provenientes de fuentes y escalas 
distintas. La idea clave es utilizer todos las datos 
disponibles para elaborar un modelo de correla­
tion espacial entre las variables de interes. Este 
modelo es exportado a zones donde es necesario 
inferir la variable principal a partir de los, general- 
mente escasos, datos disponibles de dicha variable 
y de la mas numerosa, pero menos precise, infor­
mation acerca de una o mas variables secunda- 
rias. La eficiencia de este procedimiento depende 
de cuanta information es extraida de los datos, y 
de la representatividad del modelo de correlation 
espacial a exporter.

En el proceso de integration de information la 
calibration de los distintos tipos de datos es un 
paso esencial. Para realizar esta calibration es ne­
cesario contar con un conjunto de datos integrado 
por medidas de la variable de interes, y de la o las 
variables secundarias en las mismas localizaciones 
o muy cercanas a aquellas en donde se conoce la 
variable principal. Todos los parametros que defi- 
nen el modelo de correlation espacial al que ha- 
cfamos referenda en el parrafo anterior son extra i- 
dos de este grupo de datos (coeficiente de correla­
tion, covarianzas, variogramas,etc.).

En general (ver Cassirago y Gomez-Hernandez, 
1994), hasta no hace mucho tiempo solo se ex­
tra fan los estadisticos de regresion lineal a partir 
de los datos de calibration. Sin embargo hay ca­
ses en donde una mera regresion lineal es insufi- 
ciente para cuantificar la relation entre dos o mas 
variables.

Por ejemplo observemos el diagrama de disper­
sion de la figure 1 en el que se representan grafi- 
camente los valores correspondientes a 960 pare- 
jas de calibration. A partir de este diagrama pue- 
de verse que no solo la regresion entre las varia­
bles no es lineal, sino que la dispersion vertical de 
los valores es diferente segtin el valor considerado 
de la variable secundaria. Los valores bajos de 
ambas variables estan mejor correlacionados que 
los valores altos.

Un modelo que sera exportado a zonas no 
muestreadas y del cual se derivaran estimaciones 
de Z a partir de V, debe ser capaz de informer 
acerca de la dispersion senalada arriba. Es decir, 
no solo una medida de la localization media de la 
nube de puntos es necesario, sino tambien una 
medida de su dispersion, esto es, una varianza.

Cuando las distribuciones de Z condicionadas a 
los valores de V son muy diferentes, podemos estar 
interesados en exporter no solo la media y la va­
rianza de coda distribution, sino tambien la forma 
de la misma. Nos interesa entonces modelizar la 
distribution complete de la variable a estimar con- 
dicionada a la information secundaria, la cual se 
expresa como:

Prob {Z < zk\V g (v„v2)}

donde Z representa la variable principal, zk un va­
lor dado de esta, V la variable secundaria, y (v„v2) 
un intervalo en el rango de variation de V.

La expresion anterior" representa la information 
que se tiene acerca de la variable principal cuan­
do la secundaria perfenece a un intervalo dado. 
Las probabilidades asociadas a la expresion ante­
rior pueden derivarse a partir de un conjunto de 
datos de calibration.

En un esquema de analisis bayesiano (ver Box y 
Tiao, 1973) estos valores definen una funcion de 
probabilidad previa calibrada a partir de un mini- 
mo de information (los datos de calibration). El 
objetivo del problema de interpolacion en el espa­
cio es mejorar esta funcion initial incorporando las 
medidas disponibles de las variables consideradas, 
tanto duras como blandas, en coda localization y 
en su entorno. Esto da como resultado una funcion 
de probabilidad posterior, funcion que esta condi- 
cionada a toda la information disponible. Esto es:

Prob{Z(u) < zk| toda la information disponible}

Una funcion como la descrita arriba constituye 
un modelo de incertidumbre de la variable de inte­
res. Si disponemos de modelos de incertidumbre 
en coda localization a estimar es posible obtener 
mapas de riesgo representando distintos indices de 
interes, por ejemplo, un estimador optima de la 
variable, probabilidades de que su valor este por 
encima o por debajo de un cierto umbral, o el 
error cometido en las estimaciones. (Para una des­
cription del concepto de modelos de incertidum­
bre y su utilization en la confection de mapas de 
riesgo ver Gomez-Hernandez 1991, 1993a y b).
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4. Gasification de las algoritmos

Los algoritmos para cartografiar una variable 
principal a partir tanto de la informacion dura dis- 
ponible como de la informacion blanda acerca de 
una o mas variables secundarias, pueden clasifi- 
carse en dos grupos: algoritmos de interpolation o 
estimation, y algoritmos de representation esto- 
castica o simulation (para un tratamlento mas ex- 
tenso de estas dos categories el lector puede refe- 
rirse a Gomez-Hernandez, 1991).

Los algoritmos de interpolacion producen una 
tinica Imogen que consiste en un campo interpola- 
do de la variable de interes. En coda nodo de ese 
campo se estima un valor de acuerdo a un cierto 
criterio de optimalidad. For ejemplo en el krigea- 
do/cokrigeado se busca minimizar la varianza del 
error cuadratico medio cometido en coda estima- 
cion. Esta varianza minima es considerada una 
medida de incertidumbre de la estimacidn realiza- 
da, y el mapa construido con ellas es indicativo de 
la incertidumbre del campo estimado. Los compos

obtenidos por cualquier algoritmo de interpolacion 
suelen ser suaves, no reflejando la variabilidad 
que el parametro estimado tiene en la realidad. 
Coda valor estimado es "coherente" con los dates 
pero no con los valores estimados en otros nodos.

Las tecnicas de representacion estocastica persi- 
guen la generacion de realizaciones multiples del 
atributo simulado, todas igualmente plausibles en 
el sentido de que reproducen los dates y los patro- 
nes de correlacion espacial observados.

La informacion dura se reproduce exactamente y 
la blanda con un grado de tolerancia determinado 
por la precision de la misma. Al generar varies 
realizaciones del mismo proceso, las diferencias 
entre coda realizacion proveen una medida cuanti- 
tativa y visual de la incertidumbre en el parametro 
modelizado. Puesto que todas las realizaciones re­
producen los datos y el grado de variabilidad im- 
puesto, cualquier realizacion podrfa corresponder 
a la realidad.
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5. Algoritmos de interpolation

5.1 Regresion tradicional

La prediction mas simple de una variable en fun- 
cion de la otra es la regresion lineal. En to I modelo 
asumimos que la dependence entre variables pue- 
de ser adecuadamente descrita por una linea rec­
ta, es decir, por una ecuacion del tipo:

z, = a z2 + b

Una tecnica para estimar los parametros a y b en 
este modelo, es el metodo de los mmimos cuadra- 
dos. Despues de aplicar este metodo la pendiente 
ay la constante b resultan tener las expresiones si- 
guientes:

donde p es el coeficiente de correlation lineal en­
tre las variables z, y z?; aZ| es la desviacion tipica 
de los valores de la variable zj; o^es la de los va- 
lores de la variable z%; y mZ| y mHsus correspon- 
dientes valores medios.

Este algoritmo es extremadamente sencillo aun- 
que presenta limitaciones importantes que se des- 
criben a continuation.

En coda punto donde se quiere estimar la varia­
ble principal, debemos contar con una medida de 
la variable secundaria. Los valores estimados son 
funcion de un solo valor, cuando es mas razonable 
pensar que un parametro correlacionado en el es- 
pacio, lo sea tambien de los valores en su entorno. 
En esta tecnica no existe la posibilidad ni de cuan- 
tificar la incertidumbre de las estimaciones realiza- 
das, ni de tener en cuenta la correlation espacial 
de los datos.

Por otro lado la recta ajustada no reproduce, en 
general, los datos disponibles. Al calibrar un grupo 
de datos segun un modelo de regresion lineal 
como el descrito, solo estamos utilizando la infor­
mation contenida en la media. La tecnica de re­
gresion lineal por mmimos cuadrados ha sido am- 
pliamente utilizada por algunos investigadores 
para la integracion/correlacion de parametros 
geoelectricos e hidrogeologicos (ver la revision 
realizada por Cassiraga y Gomez-Hernandez, 
1994), y tambien fue aplicada con datos sfsmicos 
(Doyen, 1988).

5.2 Krigeado simple, ordinario y universal

Aunque el krigeado (ver Journel, 1989; Isaaks y 
Srivastava, 1989; y Deutsch, 1991), permite solo 
la consideration de una variable, lo describiremos 
aqui ya que esta en la base de las tecnicas que in- 
troduciremos mas adelante.

Sea z(u) el parametro de interes, donde u es el 
vector que indica sus coordenadas espaciales, 
para el que adoptamos un modelo estocastico. 
Este modelo estocastico consiste en admitir que los 
valores que puede tomar z dentro del area en es- 
tudio vienen dados por una funcion aleatoria Z(u). 
La idea basica del krigeado es estimar el valor 
desconocido de z en el punto de coordenadas uq 
como una combination lineal de n valores conoci- 
dos de zfucj, a =7,...,n. De acuerdo a esto, el esti- 
mador por krigeado simple es:

4;K) - m = £ ^ a [zk) - m]
a=l

donde el sfmbolo * denote que se trata de un esti- 
mador, m es igual al valor esperado de la variable 
aleatoria Z, que en la practice se identifica con el 
valor medio de los datos; y Xa, a=I,..,n son coefi- 
cientes de ponderacion. Estos coeficientes vienen 
determinados al exigir que el estimador sea inses- 
gado y que la varianza de los errores sea minima, 
lo cual conduce al siguiente sistema lineal de 
ecuaciones, llamado sistema de krigeado simple:

n
^XpC(ua — Up) = C(ua — u0), a = l,...,n 
P=i

donde C(h) es la covarianza para el vector de se­
paration h. A la izquierda de la igualdad estan las 
covarianzas entre los datos y a la derecha entre los 
datos y el punto a estimar. La varianza de los erro­
res por krigeado simple resulta:

°yu0)=°2-EVK-Uo)
a=l

donde a2 es la varianza correspondiente a los da­
tos que intervienen en la estimation. El mapa de 
los valores de permite cuantificar la incerti­
dumbre en el campo estimado. El estimador por 
krigeado simple requiere el conocimiento previo 
de la media m. En la formulation presentada se

23



Metodos geoestodisticos para la integration de information

ha supuesto que el valor m es constante sabre 
todo el campo estimado.

Otra posibilidad dentro del krigeado simple surge 
si contamos con un grupo de datos de calibracion, 
a partir del cual sea posible estimar un valor medio 
local de la variable principal. Esta media se lee di- 
rectamente del diagrama de dispersion de los datos 
de calibracion, para lo cual se discretiza el rango 
de variation de la variable secundaria y se calcula 
la media de los valores de la variable principal 
dentro de coda intervalo de aquella. Hablamos en- 
tonces de krigeado simple con media variable.

En el krigeado ordinario, la media es desconoci- 
da y se reestima localmente a partir de los datos 
que intervienen en coda estimation. El estimador 
por krigeado ordinario esta dado por la siguiente 
expresion:

zKo(Uo) — kZ(U<x)
a=l

La sumatoria de los pesos debe ser igual a la 
unidad para que el estimador obtenido sea inses- 
gado, que junto a la condicion de error mmirno re- 
sulta en el sistema de krigeado ordinario:

^XpC(ua -up) + |i. = C(ua -u0), a =l,...,n
P=i

Xk -1
P=i

donde pi es el parametro de Lagrange introducido 
en la minimizacion del error sujeto a la condicion 
de que los pesos sumen uno. La expresion para la 
varianza de los errores por krigeado ordinario es la 
siguiente:

L
m(u) = ^a,ftu)

1=0

donde m(u) es la media en el punto de coordena- 
das u; aj, con /=0,...,L son coeficientes desconoci- 
dos, y f;(u) son monomios de bajo orden funcion 
de las coordenadas. Por ejemplo un modelo lineal 
en dos dimensiones seria:

m(x, y) = a0 + a,x + a2y

El estimador por krigeado universal es identico al 
de krigeado ordinario, es decir:

n
zm(uo) = 2Xzk)

a=l

La condicion de no sesgo resulta en L restriccio- 
nes que deben satisfacer los pesos, que unidas a 
la minimizacion del error resulta en el sistema de 
krigeado universal, cuyas expresiones son las si- 
guientes:

^XpC(ua -u,
P=i

= C(ua - u0), a = l,...,n

y.htM- 4k); 1-0,...,L
P=i

La 0-esima restriction es la cldsica restriction del 
krigeado ordinario, que corresponde a un modelo 
m(x,y)=ao■ La varianza de los errores por krigeado 
universal viene dado por la siguiente expresion:

0ko(uo) — ° -Uq) + pi
,a=l

cc — 1 n

5.3 Krigeado con derive externa
El krigeado universal, o mejor dicho el krigeado 

con un modelo de tendencia, considera que la va­
riacion espacial de la media local tiene una forma 
dado por un polinomio de orden bajo en funcion 
de las coordenadas, pero de para metros descono- 
cidos. En general esta tendencia tiene la forma si­
guiente:

El krigeado con una denya externa (ver Journel y 
Rossi, 1989 y Deutsch, 1991) es una extension del 
krigeado universal. Consiste en considerar una 
funcion de tendencia fjfuJ, definida en coda locali- 
zacion a partir de una variable secundaria zsfu), 
que debe variar suavemente en el espacio. Es ne-
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cescfrio disponer de un valor de la variable secun­
daria en coda punto a estimar. Si este no fuera el 
caso, una solution seria krigear primero la varia­
ble secundaria en todo el dominio del problema.

En general se considera a la variable secundaria 
zq(u) relacionada de forma lineal con la media de 
la variable primaria mj(u), to I que:

m,(u) = a + b- z2[u)

El estimador por krigeado con derive externa es 
identico al de krigeado ordinario y su expresion es:

zKDe(Uo) — X ^aZl(Ua) 

a=l

donde n, es el numero de datos correspondientes 
a la variable primaria z,(u) que intervienen en 
coda estimacion. Los coeficientes en este estima­
dor surgen de resolver el sistema de krigeado con 
una derive externa cuyas ecuaciones son las si- 
guientes:

*
2^pCi(ua - Up) + P-T + p.2Z2(Ua) = Q(ua ~ u0),
p=l

(X — 1,... , Pj

ix=l
P=1

"L,
pz2(Up) = z2(u0)

p=l

Las dos tiltimas ecuaciones resultan de imponer 
la condition de no sesgo. Notese que este sistema 
de ecuaciones solo utilize la covarianza de la va­
riable principal. La expresion para la estimacion de 
la varianza de los errores por krigeado con una de­
rive externa es similar a la correspondiente al kri­
geado universal y es la siguiente:

* 1 
Z/^aQUa “ uo) + LL1 + M-2z2(Ua) 

,a=l

El campo resultante de zj es por construction se- 
mejante al campo de la variable secundaria z%. Sin 
embargo este algoritmo no considera la correla­
tion cruzado entre variables. La variable secunda­
ria s6lo informa acerca de la derive de la variable

primaria. Por ejemplo, y si bien esto puede ser difi- 
cil de documentor en la practice, puede conside­
ra rse que los tiempos de viaje sismicos definen las 
tendencies locales en la porosidad. Esta tendencia 
no puede ser inferida a partir de los escasos y dis­
perses datos directos de porosidad, por lo que re- 
sulta interesante incorporarla a troves de krigeado 
con una derive externa. Marechal (1984) y Ara- 
ktingi et al. (1992) utilizaron esta tecnica con datos 
sismicos.

5.4 Cokrigeado simple y ordinario

Las tecnicas de krigeado presentadas hasta aho- 
ra solo se diferencian en la manera en que incor- 
poran la superficie media en un problema de inter­
polation espacial. Memos visto que en el caso de 
krigeado con una derive externa es posible, bajo 
ciertas condiciones, incorporar information secun­
daria. El cokrigeado (ver Myers, 1982, 1984 y 
1985; y Isaaks y Srivastava, 1989), no se dife- 
rencia del krigeado desde un punto de vista algo- 
ritmico. Su novedad es que permite que los datos 
secundarios participen directamente en la estima­
tion de la variable principal. Es decir que la infor­
mation secundaria se trata como information co- 
variada.

Desde el punto de vista de la incorporation de 
atributos externos, el cokrigeado hace mejor uso 
de la information en el sentido de que, tanto la 
magnitud de la variable secundaria, como sus pa- 
trones de variation espacial, son considerados en 
la estimacion de la variable principal. La cantidad 
de codependencia lineal es capturada por las co- 
varianzas cruzados y, a diferencia del krigeado con 
una derive, la variable externa no necesita estar 
disponible en todos los puntos en los que se desea 
estimar la variable primaria.

Si disponemos de datos de las variables primaria 
y secundaria el estimador por cokrigeado simple 
de la variable principal viene dado por la siguiente 
expresion:

"i
zcks(uo) -mi = Z *2 [zi(u«) - mj +

a=l

+XXa[Z2K)-m2]
a=l

donde z, es la variable principal; z2 es la variable 
secundaria; m, y m2 son sus medias; n, es el nu-

zkdeIuo) ~ °
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mero de dates primarios y n2 es el numero de da­
tes secundarios. Los pesos y se obtienen 
resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones li- 
neales o sistema de cokrigeado simple que resulta 
de la minimization del error cuadratico medio:

p=i p=i

— Q(ua Oo)> ct —1, ...,n,

3>‘jq2(<4 -u;i =

p=l p=l

= Qz(ua — uo)/ a = 1,..., n2

donde intervienen tanto la covarianza de la varia­
ble primaria C,fua -Up) como la de la secundaria 
C2(u'a -u'p) y la covarianza cruzado C,2(ua -u'p). 
Como en el krigeado simple, el algoritmo de co­
krigeado simple requiere conocer las medias de 
las variables consideradas. La expresion para la 
varianza de I os errores por cokrigeado simple es la 
siguiente:

a=l

El estimador por cokrigeado ordinario esta dado 
por la siguiente ecuacion:

zaco(u0) = EX'aZl(Ua) + EXlaZ2K)
a=l a=l

y los coeficientes de ponderacion resultan de la so­
lution de las ecuaciones siguientes o sistema de 
cokrigeado ordinario:

E^p’QUa - Up) + ^X(pC12(ua - Up) + pi, = 
p=i p=i

= ^(Ua — uo), a =

+ -ui) + n, =
P=1 P=1

= -Uo), a = l,...,n2

5>'H<
p=i

E^'=o
p=i

donde las dos ultimas restricciones son suficientes, 
aunque no necesarias, para garantizar una estima­
tion insesgada, y m y son l°s parametros de 
Lagrange introducidos en la minimization. La ex­
presion para la varianza de los errores por cokri­
geado ordinario es la siguiente:

aCKo(Uo) = <J12 ^aQ(Ua “ Uo) ~
a=l

"Uo)
a=l

En el campo de la hidrogeologfa el cokrigeado 
fue aplicado por Aboufirassi y Marino (1984) y por 
Munoz-Pardo y Garcia (1989) para estimar com­
pos de transmisividad incorporando dates de ca- 
pacidad espeafica. Bardossy ef al. (1986) lo utili- 
zaron para predecir la capacidad espeafica de po- 
zos en un acuffero contando con medidas superfi- 
ciales de resistividad y con un numero escaso de 
datos registrados en perforaciones. Ahmed et al. 
(1988) lo aplicaron al cartografiado de la transmi­
sividad a partir del conocimiento de unos pocos 
datos directos de esta y la capacidad espetifica y 
de numerosos datos de resistividad electrica. Do­
yen (1988) estimo compos de porosidad a partir 
de datos sfsmicos. Mavko ef al. (1991) estimaron 
la porosidad entre dos pozos cokrigeando datos 
de porosidad y datos de velocidades sfsmicos. Pesti 
et al. (1993) delinearon la geometric de un estrato 
arcilloso que actua como Horizonte protector natu­
ral contra la contamination del acuffero que lo 
subyace. Ahmed y De Marsily (1987) compararon 
algunos metodos geoesdfsticos entre los que esta- 
ban el krigeado con una derive externa y el cokri­
geado, para la estimation de transmisividad incor­
porando datos de capacidad espeafica. Istok et al. 
(1993) lo hicieron con el krigeado y cokrigeado 
para estimar concentraciones de pesticides en un 
acuffero aluvial. Asli y Marcotte (1995) con di ver­
sos variantes del krigeado y el cokrigeado traba- 
jando principalmente con datos geoqufmicos. Cas-
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siraga y Gomez-Hernandez (1995) compararon 
varias tecnicas geoestadfsticas de estimacion utili- 
zando una base de dates de genesis natural obte- 
nidos a partir de un modelo de elevacidn digital.

5.5 Cokrigeado colocalizado

La resolution de un sistema de cokrigeado com­
plete como el presentado en el apartado anterior, 
requiere el conocimiento de las funciones de cova- 
rianza de las variables principal y secundaria y la 
de covarianza cruzado entre ellas si una sola varia­
ble secundaria es incorporada. Esto significa mas 
esfuerzo en terminos de modelizacion y tiempo de 
ordenador respecto a las tecnicas de krigeado, las 
cuales solo requerfan la funcion de covarianza de 
la variable principal. Muchas veces, este mayor es­
fuerzo de calculo, constituye la principal razon por 
la cual el cokrigeado no es utilizado. Por otro 
lado, cuando la informacidn secundaria esta casi 
exhaustivamente muestreada, como es el caso de 
los datos sfsmicos, existe una dificultad adicional a 
la bora de la implementacion de un cokrigeado 
completo, que se manifiesta a troves de la inesta- 
bilidad de las matrices del sistema. Esto esta cau- 
sado por la extrema proximidad y fuerte autocorre- 
lacidn que existe en general entre los datos blan- 
dos, y las grandes distancias y pobre correlacion 
entre los datos duros. Estas razones, mas el hecho 
de que si hay un data secundaria colocalizado en 
la localization a ser estimada, este tiende a ate- 
nuar la influencia de los datos vecinos (efecto pan- 
talla), nos conduce a presenter la alternativa del 
cokrigeado colocalizado (ver Journel ef a/., 1992 y 
Almeida y Journel, 1994).

Se trata de un cokrigeado que como informacidn 
externa retiene en coda punto de coordenadas u 
donde se va a estimar la variable primaria, solo el 
dato secundaria localizado en ese punto (dato co­
localizado). El estimador por cokrigeado colocali­
zado simple para la variable principal es:

A k) ~ = E *8 [zik) - mj + X,2,[z2(u0) - mj
a=I

y el sistema que proporciona los coeficientes de 
ponderacion:

i;xl$qk-u|1)+x«q2(ull-ub)=

P=1

— Qk uo)/ cc —l,...,n]

E kpQzk - up )+^(2)c2(0) = c12(0)
p-i

Un sistema como el anterior es identico al de co­
krigeado simple completo donde el numero de da­
tos secundarios ri2 es igual a 1. Aun asf, este algo- 
ritmo requiere el calculo de las covarianzas cruza­
dos C 12(h) entre variables, con h igual a la separa­
don entre los puntos considerados. El uso de un 
modelo markoviano alivia esta tarea.

5.6 Cokrigeado colocalizado 
bajo un modelo de Markov

Este algoritmo recurre a un modelo markoviano 
que expresa que" el dato duro z\(u) "oculta" (efecto 
panto I la) la influencia de cualquier otro dato duro 
Z](u+h) sobre el dato secundario colocalizado 
Z2(u), es decir que:

E{Z2(u)|Zl(u)=z,Z,(u + fi) = z'} = 

E{Z2(u)|Z,(u) = z}, Vh,z

A partir de esta asuncion se puede demostrar 
que las covarianzas cruzados Cu(h)=C2](h) del 
sistema de cokrigeado pueden escribirse en fun­
cion de la covarianza de los datos duros como:

Vh

o lo que es lo mismo:

P12M = Pi2(°)Pi(h)/ Vh

donde p-,(h) es el correlograma de la variable prin­
cipal, p12(h) es el correlograma cruzado entre las 
variables principal y secundaria; y p12(0) es el coe- 
ficiente de correlacion entre estas.

Es decir que, bajo un modelo de Markov, la co­
varianza cruzado Ci2(h) se calculo reescalando la 
covarianza de la variable principal. El factor de es- 
cala es el cociente entre Ci2(0) y Ci (0). El estima­
dor por cokrigeado colocalizado bajo un modelo 
de Markov en su forma estandarizada de la forma 
siguiente:
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Zi(u0) -m, _^(1) z,(ua) - m, il2 z2(u0) - m2

donde los pesos son la solution del sistema si- 
guiente:

]£j^pPi(u<x up) + ^ kzMPik uo)~~
p=i

= PiK -uo)/ a=l,.../n)

A,yp12(0)p(i)(u0 — Up) + Af2)p2(0) = p12(0)
p=i

En este sistema, si Pi2(0)=0, entonces X*2*=0 y el 
dato secundario es ignorado. Si pi2(0) = l, el siste­
ma se transforma en uno de krigeado simple con 
(n + 1) datos, cuyo resultado es ?J2)= 1 y Xp^=0 
para todo P, es decir el estimador es igual al valor 
de la variable secundaria.

El algoritmo de cokrigeado colocalizado marko- 
viano requiere el mismo esfuerzo de implementa­
tion que el de krigeado con una derive externa, y 
tiene la importante ventaja de permitir que el dato 
secundario participe directamente en la estimation 
de la variable principal. Ademas, y a diferencia del 
krigeado con una derive externa, el modelo de co­
krigeado colocalizado se construye en base a un 
parametro de calibration como es el coeficiente de 
correlation, lo que hace que la election de to I mo­
delo pueda verificarse a partir de los datos. Sin em­
bargo, el cokrigeado colocalizado requiere que la 
variable secundaria sea conocida en todos los pun- 
tos donde se quiera estimar la variable principal.

Los algoritmos hasta aqui presentados dan como 
resultado un valor estimado de la variable princi­
pal en coda localization considerada. Este valor 
estimado se construye en funcion de los valores 
que las variables principal y secundaria toman en 
el entorno del punto a estimar, de forma diferente 
segun la tecnica considerada. Los algoritmos que 
presentamos a continuation no producen una esti­
mation del valor de la variable modelizada, sino 
de la probabilidad de que estos valores no supe- 
ren un dado umbral. Como veremos, esto permite 
inferir en coda localization la distribution comple­
te de los valores de la variable. Estas distribucio- 
nes, que tambien se construyen considerando la 
informacion local y vecina de ambas variables, 
constituyen un modelo de incertidumbre del atribu- 
to de interes, a partir del cual es posible elegir un

valor estimado para aquellos nodes donde la va­
riable principal se desconoce. Estos metodos tra- 
bajan con variables indicadoras las cuales son in- 
troducidas en el siguiente apartado.

5.7 Krigeado indicador

La variable indicadora l(u;zk) asociada a la varia­
ble Z(u) para el umbral Zk en el punto de coorde- 
nadas u, se define de acuerdo a la siguiente fun­
cion:

/(u;zk)
1 si Z(u) < zk 

0 si Z[u) > zk

En el krigeado indicador (ver Journel, 1983, 
1986, 1989; Alaberf, 1987; Isaaks y Srivastava, 
1989; y Gomez-Hernandez, 1991, 1993a), el ran­
ge de la variable en estudio se discretiza en K+l 
closes por medio de K umbrales. For ejemplo, con- 
sideremos una variable cuyo range de variation es 
discretizado en tres closes por medio de dos um­
brales con valores 25 y 50 respectivamente. Sea 
un dato cuyo valor es 43 localizado en un punto 
de coordenadas u. Las funciones indicadoras to- 
maran los siguientes valores: /(u;25)=0 e 
i(u;50) = l. Si para coda dato se realize este mismo 
razonamiento, la transformation de la variable ori­
ginal de acuerdo al formalismo indicador, da 
como resultado un grupo de vectores, uno para 
coda localization u donde hay un dato disponible, 
integrado por K miembros i(u;z/J, k=

Supongamos que realizamos un krigeado ordi- 
nario de las variables indicadoras para coda um­
bral de manera que obtenemos el siguiente esti­
mador en un punto de coordenadas uo:

' * k;zfc) = Xkk;zfc) • 'k;zfc)
a=l

Para obtener los coeficientes que en el caso 
mas general son funcion tanto de las coordenadas 
como del umbral, es necesario resolver el siguiente 
sistema de ecuaciones:

p=i
— up; zfc) + M-(up; Zfc) =

= 0,(Ua -U(,;zJ, a = l,...,n
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5v^p(up/"zfc) -1
P=i

donde CrfhjzJ, con h igual a la separadon entre 
puntos, es la funcion de covarianza de la variable 
indicadora, en el caso mas general diferente para 
coda umbral considerado, y p, es el parametro de 
Lagrange. El concepto de covarianza indicadora es 
identico al de covarianza clasica, solo que calcula- 
da para las variables indicadoras.

El valor i*(uo;zk), generalmente comprendido en- 
tre 0 y 1, es como tal un mal estimator de la va­
riable indicadora, puesto que esta solo puede to- 
mar los valores 0 y 1. Pero cuando este valor se 
interpreta como un estimador del valor esperado 
de la variable indicadora E{i(uo;zk)}r resulta que 
i*(uo;zk) es el mejor estimador lineal de la probabi­
lidad condicional acumulada de que la variable 
este por debajo del umbral. Esto es consecuencia 
de la misma definicidn de variable indicadora cuyo 
valor esperado es igual a la probabilidad acumu­
lada. De esta manera:

f[uo/-zic|(n)] = Prob[Z(u0) < zk | (n)] =

n
= Z1a(u«;zk)ik;zk)

a=1

donde F[-]* es la funcidn de distribucion de proba­
bilidad acumulada condicionada a los n datos que 
intervienen en la estimacion. El krigeado de la va­
riable indicadora para todos los umbrales zk, 
k=l,...,K, en coda punto u, proporciona una esti­
macion de la funcidn de probabilidad acumulada 
de la variable estudiada. Estrictamente hablando 
proporciona valores discretos de la funcidn de pro- 
babilidades acumuladas (de acuerdo al numero de 
umbrales seleccionados) que interpolados y extra - 
polados adecuadamente, dan como resultado una 
funcidn continue. De esta funcidn de probabilidad 
acumulada se puede seleccionar el valor medio o 
el valor mediano como estimador de la variable 
z*(uj.

El krigeado indicador tiene una ventaja impor- 
tante sobre las tecnicas de krigeado cldsicas, en 
cuanto a que es capaz de incluir informacion im­
precise o blanda. El formalismo indicador permite 
codificar de un modo general y sencillo los datos 
que provienen de fuentes diferentes y con distintos 
grados de confianza. Para comprender este punto 
veamos el siguiente ejemplo.

Supongamos que el range de variacion de la va­
riable original que se intenta estimar es [0,100], 
por ejemplo la porosidad. Se ha decidido discreti­
ze r este rango en K=10 closes, por ejemplo:

{zfc,k=l ,...,9}=

= {5,10,20,30,40,60,80,90,95}

Se cuenta con tres datos que provienen de fuen­
tes distintos. Una medida de porosidad obtenida 
en laboratorio sobre un testigo extrafdo de una 
perforacion que se puede considerar exacta, es 
decir un dato duro (incertidumbre nula o despre- 
ciable), y que vale z=25. Un dato calibrado por 
regresion lineal a partir de informacion geoelectri- 
ca que se sabe pertenece al intervalo [15,35]. Este 
tipo de dato se denomina dato de intervalo. Por ul­
timo, en un punto donde no tenemos medida re- 
gistrada, adoptamos una distribucion previa obte­
nida empfricamente por el juicio de un experto, y 
definida por los siguientes cuantiles: {P(Z<z/J, 
k= 1,...,9> = {0.0, 0.0, 0.3, 0.5, 0.7, 1.0, 1.0, 
1.0, 1.0}. Estos cuantiles expresan la probabilidad 
de que el valor de la porosidad se encuentre por 
debajo de un cierto umbral, por ejemplo la proba­
bilidad de que la porosidad este por debajo del 
20% se estima en 0.3.

Aplicando la definicidn de funcidn indicadora 
coda dato se transforma en un vector de variables 
indicadoras como sigue:

a) dato duro
z = 25 -> {0,0,0,1,1,1,1,1,1}; es decir que 
un dato duro esta representado por un vector 
completo de indicadores duros. El vector esta 
complete pues conocemos el valor exacto del 
dato, y los indicadores se dicen duros pues 
solo toman los valores 0 o 1.

b) dato de intervalo
z e [15,35] -> {0,0,?,?,!,1,1,1,1}; es decir 
que un dato de intervalo esta representado 
por un vector incompleto de indicadores du­
ros. El vector es incompleto ya que los indica­
dores pueden ser calculados fuera de los Ifmi- 
tes del intervalo pero no dentro de este.

c) funcidn de probabilidades previa
{0.0, 0.0, 0.3, 0.5, 0.7, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0}. 
Este tipo de datos no se ve afectado por la 
transformacion indicadora ya que fue definido 
de acuerdo a la probabilidad de estar por en- 
cima (o por debajo) de coda umbral. El vec­
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tor resultants esta completo e integrado por 
indicadores "blandos" con valores entre 0 y 1.

De esta manera, toda la informacion disponible 
queda codificada en vectores de indicadores que 
son integrados por el algoritmo de krigeado indi- 
cador para la estimacion de la porosidad. Una vez 
que tod os los datos ban sido codificados de acuer- 
do al formalismo indicador, no hay diferencia en­
tre informacion dura y blanda desde un punto de 
vista algoritmico. Para el sistema de krigeado indi­
cador toda la informacion esta en forma de vecto­
res de indicadores.

En un modelo como el presentado arriba no es 
posible distinguir entre el patron de continuidad 
especial de los datos duros y de los blandos, ya 
que el estimador construido es uno krigeado. En 
algunas aplicaciones es importante que pueda dis- 
tinguirse entre los patrones de continuidad de los 
indicadores correspondientes a datos duros y los 
de los correspondientes a datos blandos. Para el 
ejemplo que Memos sugerido en este informe, 
dado la escasez de los datos de pozos es poco 
realista infer!r las variadones de la porosidad en la 
region entre perforaciones a partir de esta unica 
informacion. En la practice es comun contar con 
informacion secundaria tal como la derivada de 
una campana de sfsmica. Esta informacion puede 
ser incorporada con el objetivo de lograr una me- 
jor estimacion de la porosidad entre pozos, ya que 
es esperable una buena relation entre los patrones 
de continuidad de ambos parametros. Para ello se 
plantea la necesidad de un algoritmo que, ademas 
de considerar los distintos tipos de datos, distinga 
entre sus patrones de continuidad. Una solution 
pasa por considerar un estimador cokrigeado, tal 
como el siguiente:

'*k; ZJ = £ k; zj 'k; zJ+
a=l

+£klk;zfc)/,k;zfc)
a=l

En este estimador se distingue la influencia de 
los ni datos duros y los n2 datos blandos codifica­
dos bajo el formalismo indicador.

La resolution del sistema de cokrigeado en co- 
rrespondencia con el estimador anterior, requiere el 
laborioso calculo de, como minima, dos autocova- 
rianzas y una covarianza cruzado para coda umbral 
si solo una variable secundaria es considerada. 
Como dijimos al presenter el algoritmo de cokri­

geado clasico, la experiencia ha mostrado que 
esta es la unica razon por la que el cokrigeado in­
dicador no es muy usado en la practice. Para sal­
vor esta dificultad se presenta el siguiente algorit­
mo, el cual recurre a un modelo markoviano para 
aliviar el calculo de las funciones de covarianza.

5.8 Cokrigeado indicador
bajo un modelo de Markov-Bayes

Como en la tecnica de krigeado de indicadores 
presentado en el apartado anterior, en el cokri­
geado indicador (ver Journel y Zhu, 1990; Zhu, 
1991; Zhu y Journel, 1992), la informacion dispo­
nible, tanto dura como blanda, puede ser codifica­
da en coda localization como distribuciones pre- 
vias acumuladas de probabilidad del atributo mo- 
delizado. Estas distribuciones previas locales son 
luego mejoradas utilizando los datos duros y blan­
dos cercanos, construyendo asf distribuciones pos- 
teriores a partir de las cuales podemos seleccionar 
un valor como estimador de la variable estudiada. 
El algoritmo de Markov-Bayes es una tecnica ca- 
paz de deriver dichas distribuciones posteriores, 
condicionadas tanto a la informacion dura como a 
la blanda.

Bajo un esquema bayesiano todos los datos, du­
ros y blandos, pueden ser codificados como distri­
buciones locales previas. De forma general Memos 
dicho que esto puede escribirse como sigue:

y[u;z) = Prob |Z(u) < | information local}

donde Z(u) es una funcion aleatoria representando 
la variable principal de interes; u representa las 
coordenadas espaciales; e y(u;z) denote la distri­
bution local previa; y es una probabilidad escalar 
entre 0 y 1 que especifica la information local dis­
ponible en u.

Un data duro z(u]), caraderizado por un vector 
de indicadores duros completo, es tratado como 
una funcion de densidad acumulada con varianza 
nula, esto es:

[0 V z < z(u,)
'kz) = i

[1 V z > z(u,)

Un dato de intervalo indicando que z(ug) perte- 
nece al intervalo [02,62]es codificado como un vec­
tor de indicadores duros pero incomplete, y es
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considerado como una function de densidad acu- 
mulada incompleta, esto es:

0 V Z < On

y(u2;z) = - indefinida V z e [a2,b2] 

1 V z >

Donde hay un dato secundario v(us) es necesario 
calibrar una function de distribucion acumulada lo­
cal que represente la distribucion previa de la va­
riable principal condicionada a la informacion se­
cundaria local, esto es:

y(u3; z) = Prob {Z(u3) < z | v(u3)} e [0,1]

Para realizar esta calibracion se representa grafi- 
camente un diagrama de dispersion de los datos 
de calibracion to I como el que mostramos en la fi­
gure 2.

Se divide el rango de las variables en un numero 
dado de closes, y se precede a calcular lo siguiente:

proportion [Z < zk | V e v,}, I = 1,... ,10

donde Z es la variable principal, V es la variable 
secundaria, zk es el k-esimo umbral de Z, y v; el 
l-esimo intervalo de V. Los cuantiles se calculan 
por simple conteo de la cantidad de medidas de Z 
por debajo del umbral considerado en coda uno 
de los intervalos de V. La tabla 1 muestra los resul- 
tados obtenidos para el diagrama de la figure 2.

Por ultimo, en aquellos nodos donde no existe 
ningtin tipo de informacion, se debe adaptor una 
funcion de distribucion F(z) denominada global, 
previa a cualquier estimation y comun a todos los 
nodos, la cual puede estar relacionada con el ran­
go de validez de la variable. Por ejemplo, una ma- 
nera de definir de forma global la porosidad es di- 
ciendo que sus valores esta ran comprendidos en el 
intervalo (0,100], Esta claro que este es un nivel 
minima de informacion puesto que no contamos 
con ningun tipo de dato.

En resumen, para coda localizacion u, las distri- 
buciones previas locales y(u;z) toman la forma de 
vectores de valores de probabilidad, con hasta K 
miembros y(u;zij, donde k=l,...,K, siendo K los 
valores de los umbrales elegidos para discretizar la 
variable principal. Es importante tener presente 
que estas distribuciones estan condicionadas solo 
a la informacion local.

Las distribuciones posteriores en coda localiza­
cion son obtenidos considerando la informacion 
vecina, esto es, las distribuciones cercanas a coda 
localizacion. Esta mejora produce una distribucion 
de probabilidades que en general sera diferente a 
la previa y se escribe de forma general como si- 
gue:

Prob{Z(u)<z| tod a la informacion disponiblej

Las distribuciones previas locales y(u;z) pueden 
ser interpretadas como realizaciones de una fun­
cion aleatoric Y(x;z). Luego el estimador cokrigea- 
do a ser utilize do para mejorar los valores de y a 
partir de sus valores vecinos se escribe:

Prob * {Z(u) < z| (n)} = X0F{z) + £ K‘K;z) +
a=l

n2+n3

+2vpyK'-z)
p=i

donde F(z) es la distribucion previa global; i(ua;z) 
son las distribuciones previas generadas por los n, 
datos duros en las localizaciones; eson las distribu­
ciones previas generadas por los n2 datos blandos 
en las localizaciones u'p. Los pesos Xo,Xa y Vp sur- 
gen de resolver un sistema de ecuaciones lineales 
similar al presentado en el apartado dedicado al 
cokrigeado tradicional.

Como en todo estimador cokrigeado la regre- 
sion anterior requiere para coda umbral z la defini­
tion de tres modelos de covarianzas, si al menos 
una variable secundaria es incorporada, los co- 
rrespondientes a las funciones l(u;z) e Y(u;z) y su 
covarianza cruzado. Una asuncion de tipo marko- 
viana, similar a la presentado al hablar de cokri­
geado colocalizado, reduce el cdlculo de las cova­
rianzas a la modelizacion de las correspondientes 
a los datos duros. La autocovarianza de la infor­
macion blanda y la covarianza cruzado entre datos 
de distinto tipo se obtienen como una funcion de 
la covarianza de la informacion dura y unos pocos 
parametros derivados del grupo de datos de cali­
bracion. Las expresiones resultantes son las si- 
guientes:

Qr (h; z) = B(z) • C,(h; z), Vh 

CY(h;z) = B2(z)-Q{h;z), Vh> 0 

Cy(0;z) = V?(z) + \f(z)

31



Metodos geoestadisticos para la integration de information

Tabla 1
Funciones de distribution (acumuladas) de probabilidadde la information principal (Z) condicionada a la information

secundaria local (V).

Variable principal Z

umbral 0.31 6.09 16.62 46.22 134.5 240.8 350.3 549.5 1073.0 Zmax

30.16 0.70 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

102.74 0.30 0.80 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

171.19 0.00 0.30 0.65 0.95 0.95 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 '

242.0 0.00 0.00 0.30 0.55 0.70 0.85 0.95 0.95 1.00 1.00
Var.
sec. 326.38 0.00 0.00 0.10 0.30 0.65 0.80 0.80 . 0.90 0.95 1.00

V 433.83 0.00 0.00 0.05 0.15 0.35 0.50 0.80 0.90 0.90 1.00

530.52 0.00 0.00 0.00 0.05 0.25 0.55 0.80 0.85 0.90 1.00

671.98 0.00 0.00 0.00 0.00 0.10 0.25 0.50 0.60 0.75 1.00

783.19 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.05 0.15 0.50 0.80 1.00 '

Vmax 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.30 0.70 1.00

3000. -

2000. -

1000. -

Variable secundaria (V)

Figuro 2. Diagrama de dispersion de 200 datos de calibracion.
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con:

C,(h; z) = Cov{/(u; z),/(u + h; z)} 

m(,|(z) = E{Y(u;z) | l[u;z) = l}e [0,1] 

m(0)(z) = E{Y(u;z) | /(u;z) = 0} e [0,1] 

8(z) = m(1,(z) - m(0,(z) 6 [-1 + 1] 

a2(,,(z) = Var{y(u;z)| l(u;z) = l} 

a2,01 (z) = Vbr{y(u;z)| /(u;z) = 0} 

F(z) = prob{Z(u) <z} = E{/(u;z)}

V2(z) = F(z)[1-E(z)]82(z)

Vf2(z) = F(z)a2,,,(z) + [l-F(z)]a2|0)(z)

donde Q, Cy y son las autocovarianzas y cova- 
rianzas cruzados respedivamente; h es el vedor 
separation entre puntos considerados; z es un va­
lor (umbral) de la variable principal no transforma- 
da Z; y los restantes terminos son parametros obte- 
nibles a parfir de los datos de calibration.

El algoritmo de Markov-Bayes supone el mismo 
esfuerzo que el necesario para la tecnica de kri- 
geado indicador, sin embargo tiene dos ventajas 
fundamentales sobre este. For un lado distingue 
las autocovarianzas de la information dura y blan- 
da. For el otro, a troves del cokrigeado de los indi- 
cadores, es posible mejorar las distribuciones pre- 
vias locales calculadas a partir de la information 
blanda local, en funcion de la information vecina.
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6. Algoritmos de representation estocdstica

Los algoritmos de estimation dan como resulta- 
do una unica representation del atributo de inte­
rns, esto es, la distribution espacial desconocida 
de un parametro dado z es representada por un 
unico grupo de valores estimados {z*(u), u g D}, 
siendo D el dominio del problema. Los metodos de 
interpolation anteriormente descritos, permiten ob- 
tener esos valores estimados en function de la in­
formation disponible acerca de la variable, pu- 
diendo en algunos casos incorporar information 
secundaria. Bajo ciertas condiciones, estos meto­
dos tambien proporcionan una medida de incerti- 
dumbre local. Sin embargo I os compos estimados, 
dados los criterios con que son construidos, no re- 
producen la variabilidad real del fendmeno repre- 
sentado. Este efecto suavizante, propio de las tec- 
nicas de interpolation, puede resultar un problema 
en ciertas situaciones practices de la ingenierfa. 
Para solucionar esta cuestion es necesario conside- 
rar tecoicas que produzcan compos con un grado 
de variabilidad espacial de los parametros de inte­
rns similar al observado. Estas tecnicas se englo- 
ban bajo el concepto de simulation estocastica.

Se llama simulation estocastica al proceso de 
generar multiples compos de la variable z mode- 
lizada como una funcion aleatoric Z(u). Los com­
pos simulados reproducen toda la information dis­
ponible y el patron de continuidad espacial utiliza- 
do para la modelizacion de Z(u).

6.1 Simulacion secuencial

Uno de los algoritmos que permiten la genera­
tion de realizaciones multiples es el de simulation 
secuencial (ver Gomez-Hernandez y Cassiraga, 
1994), cuyo esquema puede resumirse de la si- 
guiente forma:

1) Se define un camino aleatorio visitando todos 
los nodos a ser simulados.

2) Para el nodo a simular determiner la funcion 
de distribution acumulada, condicionada a 
toda la information disponible, incluyendo los 
distintos tipos de datos y los valores previa- 
mente simulados en otros nodos. Conforme el 
proceso de la simulacion se desarrolla, el nu- 
mero de valores presimulados a considerar en 
el calculo de la funcion de distribution crece, 
con el consiguiente incremento en el tiempo 
de cdlculo. Por esta razon, la funcion de dis­
tribution se condiciona solo a los datos y va­

lores ya simulados mas cercanos al nodo a si­
mular.

3) Se selecciona aleatoriamente de acuerdo a la 
funcion de distribution obtenida en (2), un 
valor de la variable el cual se agrega como 
information condicionante para la simulacion 
del proximo nodo.

4) Se retorna al peso (2) hasta que todos los no­
dos hayan sido simulados.

5) Este proceso se repite partiendo de otro cami­
no aleatorio para generar otra realization.

La determination de las funciones de distribution 
condicionadas puede hacerse parametrica o no 
parametricamente. En el primer caso, la funcion 
de distribution condicionada corresponde a un 
modelo conocido del que hay que determiner los 
parametros, por ejemplo, en el caso de que la fun­
cion de distribution se modelice como multigau- 
siana, las funciones de distribution condicionales 
son gausianas y su calculo requiere el conocimien- 
to de la media y la varianza. En el segundo caso, 
la funcion de distribution se determine a partir del 
calculo de unos cuantos puntos de la misma. La si­
mulation no parametrica utilize variables indica- 
doras, y se muestra como una tecnica mucho mas 
potente y flexible que la parametrica.

6.1.1 Simulacion gausiana secuencial
Si adoptamos un modelo multigausiano para 

describir la dependencia espacial de las variables 
consideradas, se puede demostrar que las funcio­
nes de distribution condicionales a las que se hace 
referenda en el punto (2) del parrafo anterior son 
gausianas, y portanto es suficiente conocer la me­
dia y la varianza condicionales para su determina­
tion.

De los metodos de simulation gausiana secuen­
cial describiremos los que pueden incorporar infor­
mation secundaria, como son los basados en el 
cokrigeado complete y en el cokrigeado colocali- 
zado con un modelo de Markov.

Puesto que los parametros de interes no estan en 
general normalmente distribuidos, la simulacion 
gausiana utilize, en el caso de dos variables alea- 
torias, las variables transformadas siguientes:

v;w=4,,[z,M]

Y2(u) = <t>2[Z2(i/)]
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donde Z, y Z2 son las variables principal y secun­
daria respectivamente; u el vector de coordenadas 
espaciales; (j^ y (|)2 representan las funciones que 
transforman Z, y Z2 en las variables Y, e Y2 con 
distribucidn normal de media nula y desviacion tl- 
pica unitaria. Estas funciones se determinan empl- 
ricamente a partir de los datos (Journel y Hui- 
jbregts, 1978, p. 478). Una vez finalizada la 
simulation se realize la transformation inverse y se 
presentan los resultados en las variables originates.

6.1.1.1 Simulation gausiana secuencial par cokrigeado 
complete

El cokrigeado complete de Yi(u) considerando 
tanto los datos primarios yifuj, a=l,...,nv como 
los secundarios y^fucj, a=l,...,n2, proporciona la 
media y la varianza de la distribution conditional 
gausiana de Yi(u). La media viene dado por el es- 
timador cokrigeado simple yi*(u) , y la varianza 
corresponde a la varianza del cokrigeado simple 
(fcKs(u), esto es:

y,'M=I^y,k)+iil?y2K)

a=l a=l

o&sM=- u)-jrx<x k - u)

a=l a=l

donde -u) es la covarianza de Y/u); S12(u'a - 
u) es la covarianza cruzado entre Y1 (u) y Y2(u). Los 
(n-i+n^ coeficientes Xa se obtienen resolviendo el 
sistema de cokrigeado simple correspondiente (ver 
section 5.4 de este informe). Un estimador como 
el anterior requiere modelizar las autocovarianzas 
y covarianzas cruzados entre variables, y resolver 
un sistema de (n^+n?) ecuaciones para coda nodo 
simulado. La consideration del cokrigeado coloca- 
lizado bajo un modelo markoviano alivia la cargo 
de calculo.

6.1.1.2 Simulation gausiana secuencial
por cokrigeado colocalizado bajo un modelo 
markoviano

Esta metodologla es identica a la anterior excep- 
to en que solo se considera el dato secundario co­
localizado para realizar coda estimation, y en que 
una hipotesis de tipo markoviano reduce el calculo 
de las covarianzas necesarias, to I como fue expli-

cado en el apartado 5.6 dedicado a cokrigeado 
colocalizado bajo un modelo de Markov.

La media y la varianza de las funciones de distri­
bution acumuladas condicionales gausianas vie- 
nen dados por las siguientes expresiones:

Y» = Z&aXiK) + %%(/)
a=l

=c»=i-t^s,k-“)-x|2|s,2(0)

a=l

Esta estimation requiere la resolution de un sis­
tema de (riT + 1) ecuaciones, y la estimation de la 
funcion de covarianza de la variable principal. Las 
funciones de covarianza secundaria y cruzado se 
obtienen por simple reescalado de la correspon­
diente a la variable principal como se explica en el 
apartado 5.6. En Journel et a/. (1992) la simula­
tion gausiana bajo un modelo de Markov fue apli- 
cada al cartografiado de un domo de sal en el 
Golfo de Mexico.

6.1.1.3 Simulation conjunta devarias variables
Una extension de las metodologlas previas es la 

cosimulacion secuencial, en la cual se simulan va­
ries variables conjuntamente. Estas variables estan 
por lo general correlacionadas entre si, por ejem- 
plo: la permeabilidad horizontal, la permeabilidad 
vertical y la porosidad de un aculfero. La cosimula­
cion gausiana secuencial considerando un cokri­
geado completo esta descrita por Gomez-Hernan- 
dez y Journel (1993) y por Verly (1993). La tecnica 
es identica a la desarrollada para una variable, 
solo que en lugar de simular un valor en coda 
nodo, se Simula un vector de q componentes, don­
de q=l,...,Q; es el numero de variables principa- 
les. Coda nodo simulado se condiciona a los da­
tos disponibles mas cercanos de la variable a si­
mular, de las demos variables principales, de las 
variables secundarios, y a los valores previamente 
simulados. Esto, mas la inferencia de las autoco­
varianzas y covarianzas cruzados entre todas las 
variables, supone un mayor costo computational 
con respecto a la simulation secuencial de una 
sola variable.

Almeida (1993a y b) y Almeida y Journel (1994) 
ban desarrollado el algoritmo de cosimulation se­
cuencial con information secundaria colocalizado 
y bajo un modelo de Markov. Este modelo reduce 
el nijmero de datos secundarios participantes en
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cada estimation al dato colocalizado para coda 
variable secundaria incorporada, y para cada va­
riable principal previamente simulada. Ademas 
una hipotesis markoviana reduce sensiblemente el 
ntimero de covarianzas a estimar, ya que tanto las 
autocovarianzas coma las covarianzas cruzados 
para las variables secondaries pueden expresarse 
coma una funcidn de las covarianzas de las varia­
bles principales. El proceso de cosimulacion re- 
quiere establecer una jerarqufa de atributos, tanto 
principales como secundarias, la cual establece el 
orden en que las variables son simuladas. En Al­
meida et al. (1993) y en Frykman (1994), la cosi­
mulacion gausiana bajo un modelo de Markov es 
aplicada a un caso real para cartografiar las pro- 
piedades petroffsicas de un yacimiento en el Mar 
del Norte (Dan Field, Danish North Sea).

6.1.2 Simulation indicadora secuencial
La simulation indicadora secuencial no adopta 

ningtin modelo estadfstico a priori al contrario que 
la simulation gausiana secuencial que adoptaba 
un modelo multigausiano. La secuencia de la si­
mulation comienza codificando toda la informa­
tion disponible, incluyendo los datos blandos, de 
acuerdo a la funcidn indicadora. Como se indico 
en 5.7, el krigeado indicador en sus distintas va- 
riantes proporciona un estimador no parametrico 
de la funcidn de distribucion conditional acumula- 
da que podemos utilizer directamente en el algorit- 
mo de la simulation secuencial.

Tanto el krigeado indicador como el cokrigeado 
bajo un formalismo de Markov-Bayes, pueden utili­
ze rse en la simulacidn secuencial. La diferencia en- 
tre un metodo y otro esta en como es considerada 
la information blanda por el sistema de krigea- 
do/cokrigeado. En el primer caso, y como fue di- 
cho al hablar de krigeado indicador, no hay posibi- 
lidad de distinguir los patrones de continuidad es­
pecial de la information blanda de los de la infor­
mation dura. En el caso del mejorado por Markov- 
Bayes los datos son incorporates a troves de un 
estimador cokrigeado, lo que ademas de permitir 
distinguir entre una variable y la otra, permite el 
mejorado de las funciones estimadas a priori, a 
partir de la information blanda, condicionandolas 
a los datos vecinos.

Chu et al. (1991, 1992) realizaron la simula­
tion de la porosidad (a partir de datos de un reser- 
vorio de petroleo localizado en West Texas) apli- 
cando tanto simulation gausiana como simulation 
de indicadores bajo el algoritmo de Markov-Bayes.

La simulation gausiana no puede incorporar infor­
mation secundaria por lo que la simulation se 
realize considerando solo los datos duros, mien- 
tras que la simulation de indicadores incorporo la 
densa information secundaria disponible. Los 
compos generados por simulation de indicadores 
muestran una mayor resolution en cuanto a que 
son mas estructurados y mas consistentes con la 
information secundaria considerada, sobre todo 
se aprecia una mejor reproduction de los valores 
altos. Araktingi ef al. (1992) cartogra-fiaron un ho- 
rizonte estratigrafico comparando los resultados 
entre los algoritmos de krigeado por derive externa 
y simulation secuencial indicadora bajo Markov- 
Bayes. Langlais y Doyle (1993) adoptaron el algo­
ritmo de simulation indicadora secuencial para in­
corporar derives.

6.2 Simulation por recocido simulado 
(annealing)

Los metodos indicadores permiten la incorpora­
tion directa de information proveniente de dife- 
rentes fuentes y bajo distintos formates, siendo una 
de las tecnicas mas flexibles para la modelacion 
estocastica en las ciencias del terreno. Sin embar­
go, los algoritmos indicadores son computacional- 
mente intensivos, requieren la inferencia de mu- 
chas funciones de covarianza, y no pueden consi- 
derar propiedades que no puedan caracterizarse 
mediante una funcion de covarianza.

La simulacidn por recocido simulado (ver 
Deutsch, 1992; Deutsch y Journal, 1991 y 1992b; 
Deutsch y Cockerman, 1994) es una herramienta 
capaz de complementer las tecnicas mas tradicio- 
nales de simulation estocastica. Su mayor ventaja 
es su capacidad de imponer ciertos patrones de 
variabilidad espacial que son diffeiles de caracteri- 
zar a troves de funciones de covarianza, a la vez 
que su facilidad, al menos teorica, para incorporar 
information proveniente de diversas fuentes. Su 
flexibilidad es posible gracias a un algoritmo sim­
ple pero computacionalmente poco eficiente por 
lo que el uso del recocido simulado no se reco- 
mienda para aquellos casos en que existan herra- 
mientas alternatives capaces de alcanzar el mismo 
objetivo.

El recocido simulado se basa en un algoritmo 
inicialmente desarrollado para la solution de pro- 
blemas de optimization, en los cuales se requeria 
la ordenacion optima de un sistema con un gran
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numero de componentes. En el contexto de la mo- 
delizacion estocastica los componentes podrfan ser 
los valores del parametro en estudio discretizados 
sobre una malla. La optimalidad de la ordenacion 
se puede medir por como el orden de los bloques 
reproduce el patron de correlacion espacial (cova- 
rianzas) que se desea imponer. Puesto que existen 
muchas ordenaciones capaces de reproducir dicho 
patron, encontrar un optima equivale a generar 
una realizacion del atributo modelizado. Asi, por 
un lado el problema de representacidn estocastica 
es transformado en uno de optimizacion, y por el 
otro el problema de optimizacion es resuelto por 
recocido simulado, tecnica que pertenece a las lla- 
madas de relajacion estocastica. La caracteristica 
principal de los metodos de relajacion estocastica 
es perturbar iterativemente la realizacion "candida­
te" y luego aceptar o no la perturbacion en fun- 
cion de alguna regia de decision. Esta regia esta 
en relacidn con cuan cercanas las propiedades es- 
tadfsticas de la representacidn perturbada estdn de 
las deseadas.

Para ilustrar la aplicacion de esta metodologfa, 
se considera una variable categorica Z(u) que pue­
de tomar k valores, con k=l,...,K. El problema es 
generar una distribucion espacial de Z(u) en los N 
nodos de una malla, es decir simular los valores 
z(u;), i=l,...,N, preservando una cierta correlacion 
espacial, que, por ejemplo, podemos suponer que 
viene dado por el histograma bivariado siguiente:

f{h\ky,k2) = Prob{Z(u) e a la categorfa kx,
Z(u + h) g a la categorfa k2},k{,k2 =l,...,K

Este histograma es conocido para los vectores de 
separacion h=fn,...,h|_. Una posible funcion objeti- 
vo puede ser:

° = X X X [% k'kleierenda ~ KW' K k)Kolizad6nf 
1=1 k, fc2

El algoritmo general de recocido simulado pue­
de esquematizarse a troves de los siguientes pasos:

1) Establecer las componentes de referenda de 
la funcion objetivo, es decir, cudles son los 
valores del histograma bivariado que quere- 
mos reproducir:

Hfy /' , k2)refe,enciajU- / = 1,..., L, U," ^ = 1,..., K, U,- 

k2 = l,...,K,u

2) Generar una realizacion inicial z(ui), i=l,...,N 
que al menos reproduzca las frecuencias rela­
tives de coda una de las categories a las que 
puede pertenecer Z(u). Por ejemplo generan- 
do los valores aleatoriamente a partir de la 
distribucion univariada.

3) Calcular las componentes de la realizacion en 
la funcion objetivo, es decir:

; k}, k2)referencio' I — 1,..., L; /c, — 1 ,...,K;k2 K

4) Evaluar la funcion objetivo O.

5) Seleccionar dos nodos al azar e intercambiar 
sus valores. Este intercambio resulta en una 
nueva realizacion z'(uj), /=7,...,N.

6) Adualizar todas las componentes de la fun­
cion objetivo para la nueva realizacion y ree- 
valuarla, lo que da como resultado O'.

7) El intercambio (y por tanto la nueva reali­
zacion) sera aceptada si la funcion objetivo 
decrece, es decir, si 0'<0 6, con una cierta 
probabilidad, si la funcion objetivo aumenta. 
La segunda posibilidad de aceptacion hace 
que una fraccion de los intercambios que no 
ayudan a reducir la funcion objetivo se acep- 
ten evitando asi que el proceso de optimiza­
cion se quede estancado en un minima local. 
Esta probabilidad va decreciendo a medida 
que la simulacion progresa de manera que 
coda vez es menor la fraccion de tales inter­
cambios que se aceptan. . Es precisamente 
esta posibilidad de aceptar intercambios que 
no ayudan a reducir la funcion objetivo lo 
que le da el nombre de recocido simulado.

8) Si la funcion objetivo alcanza un valor cerca- 
no a cero, la realizacion se considera definiti­
ve. De lo contrario se vuelve al paso (5) y se 
realize un nuevo intercambio.

Este algoritmo puede sufrir muchas variantes se- 
gun se consideren distintas funciones objetivos, di- 
ferentes modos de crear la representacidn inicial, 
diferentes mecanismos de perturbacion, y distintas 
reglas de aceptacion.

La tecnica del recocido simulado anteriormente 
descrita puede adaptarse para considerar informa­
cion blanda o secundaria. Para ello es necesario 
modificar la funcion objetivo de manera que pue- 
da considerar esa informacion en el proceso de 
optimizacion. Por ejemplo, si se cuenta con un 
grupo de datos de calibracion, es posible obtener
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informacion acerca de la correlacion entre las va­
riable principal y secundaria, a partir del corres- 
pondiente diagrama de dispersion. Si sumarizamos 
esta correlacion por el coeficiente de correlacion 
lineal pcaiibrod6n y queremos que la realizacion pre­
sente dicho coeficiente de correlacion, no tenemos 
mas que anadir un termino a la funcion objetivo 
como el siguiente:

Consideremos un atributo Z a simular sobre los 
nodos de una malla, condicionado a una sene de 
medidas. Previo a la simulacion podemos determi­
ner en coda nodo la funcion de distribution condi­
tional en base a un cierto modelo de funcion 
aleatoric por alguno de los metodos descritos en 
secciones anteriores. En concrete, en el nodo n co- 
noceremos:

Oc [p colibraddn P reolizaddnl F(u; z | (n)) = Prob{Z(u) < z | (n)}

De forma similar puede considerarse otro tipo de 
informacion mientras pueda expresarse su relation 
con la variable principal de una manera capaz de 
ser integrada en la funcion objetivo. Sin embargo, 
el diseno de una funcion objetivo compleja puede 
hacer impracticable el metodo desde el punto de 
vista computational. En Deutsch y Journel (1992b) 
se presento el esquema de una aproximacion por 
recocido simulado para incluir permeabilidades 
efectivas derivadas de ensayos de bombeo en la 
simulation de compos de permeabilidad a escala 
local.

La mayor desventaja de esta tecnica de simula­
cion es que al tratarse de un problema de optimi­
zation, la convergencia hacia el optima puede ser 
lento, reduciendo su eficiencia computational. 
Existe la posibilidad de implementor metodos que 
aceleran esta convergencia, pero que pueden ses- 
gar los resultados. Sin embargo, si partimos de 
una buena condition initial, este sesgo puede ser 
minima.

6.3 Simulacion por campo 
de probabilidades

Froidevaux (1992) y Srivastava (1992 y 1994) 
ban presentado una tecnica de simulacion condi­
tional capaz de incorporar diferentes tipos de in­
formacion, conocida como simulacion por campo 
de probabilidades. Dos son las caractensticas dis- 
tintivas de este algoritmo. La primera es la disocia- 
cion entre las tareas de estimar la funcion de distri­
bution acumulada condicionado en coda localiza­
tion y la generation de las representaciones equi- 
probables del atributo. (Recordemos que en la tec­
nica de simulacion secuencial las funciones de dis­
tribution se van calculando secuencialmente en 
coda punto a simular). La segunda es que la inte­
gration de distintos tipos de informacion se hace 
de un modo muy sencillo.

donde fn) representa la information condicionante 
local.

Ahora consideremos una realizacion del atributo 
{zsfu;J, /=1,...,N}. Puesto que las funciones de dis­
tribution local son biunivocas hay una correspon­
dence inequfvoca entre los valores de la reali­
zation y las correspondientes probabilidades aso- 
ciadas a troves de dichas distribuciones locales:

{zju,), i = <=> {ps(U;), i = }

con ps(u■) = FfujzJu-) | (n)), donde las probabi­
lidades locales pju) pueden ser interpretadas 
como los resultados de una funcion aleatoria P(u). 
Esto plantea la posibilidad de generar una reali­
zation de las probabilidades a partir de las cuales, 
y a troves de las funciones de distribution locales, 
obtener los valores del atributo.

Las principales ventajas de este procedimiento 
sedan el que las realizaciones de los compos de 
probabilidad no tienen que ser condicionales y el 
que la funcion F(u;z | (n)) puede determinarse con 
los metodos de estimation mas elaborados de que 
dispongamos.

La generation de los compos de probabilidad se 
realize bajo las siguientes suposiciones:

a) Dado que P(u) representa un campo de pro­
babilidades, este sigue una distribution uni­
forme; y

b) Hay unas "caractensticas de permanencia" 
entre la transformada uniforme U(Z(u)) y P(u), 
que nos permite asimilar la covarianza del 
campo de probabilidades al de la transforma­
da uniforme de los datos disponibles, es decir:

Cp(h)~cu(h)

con:

U(u) = Prob {Z < z(u)}

<.
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Este punto es el mas intuitive del algoritmo y no 
existe una justification teorica del mismo. En Froi- 
devaux (1992) estas hipotesis son contrastadas ex- 
perimentalmente.

La implementation practice del algoritmo de si­
mulation de campo de probabilidades puede es- 
quematizarse como sigue:

1) Definimos un mallado que cubra el area de 
interes.

2) Obtenemos para cada nodo de la malla la 
funcidn de distribution acumulada condicio- 
nada local F(u,z) del atributo a sersimulado.

3) Calculamos y modelizamos la funcion de co- 
varianza de la transformada uniforme de Z(u) 
y asumimos que:

C,(/i) = C„(h)

4) Generamos sobre la malla una simulation no 
condicionada de P(u) con distribution unifor­
me y covarianza Cp(h).

5) Para cada nodo obtenemos el valor zs(u) a 
partir de la funcion de distribution local F(u,z) 
utilizando el valor de probabilidad ps(u) co- 
rrespondiente, es decir:

zs(u) = F"1(u,ps(u))

6) Repetimos (4) y (5) para obtener otra reali­
zation equiprobable del atributo.

Bourgault et al. (1995) y Bourgault y Journal 
(1995) ban extendido la tecnica de simulation de 
compos de probabilidades para el caso de estima­
tion de un campo de la variable principal en pre- 
sencia de information secundaria densamente 
muestreada. Estos autores realizeron el cartogra- 
fiado de la conductividad electrica del suelo incor- 
porando medidas de respuesta electromagnetica 
del mismo.

6.4 Algoritmos booleanos
Los algoritmos booleanos constituyen otra cate­

goric dentro de los algoritmos de simulation esto- 
castica. El objetivo de estos algoritmos es rellenar 
el espacio a simular con objetos geometricos en 
los que los parametros que definen la geometric 
de estos objetos siguen una cierta ley de distribu­
tion. Un ejemplo clasico de modelo booleano es 
el de redes de fractures para la moderation del 
flujo en macizos gronfticos. Los objetos son fractu­
res pianos elfpticas y los parametros geometricos 
que les definen son el centra, la orientation del se- 
mieje mayor y las longitudes de los semiejes mayor 
y menor.

Los modelos booleanos aunque atractivos por su 
fundamento geometrico son complejos de imple­
mentation (es diffcil inferir las distribuciones de 
probabilidad de los parametros que definen la 
geometric de los objetos) y muy diffeiles de condi­
tioner a la information existente.
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7. Ejemplo de aplicacion

Para mostrar el resultado de las tecnicas descri- 
tas en este informe presentamos un ejemplo sinteti- 
co desarrollado sobre un acuifero rectangular de 
2,0 por 1,2 kilometres discretizado en 24000 cel- 
das. Contamos con una base de datos de genesis 
natural obtenida a partir de un modelo de eleva- 
cidn digital de una zona de Nevada (Estados Uni- 
dos) denominada Logo Walker (Gomez-Hernan- 
dez, 1992). Para obtener estos datos no se ha em- 
pleado ningtin algoritmo de generacion que pue- 
da introducir algOn artificio en su estructura de co- 
rrelacion, por lo que se puede afirmar que estos 
datos tienen un patron de continuidad espacial 
susceptible de ser encontrado en la naturaleza.

La base de datos Walker cuenta con dos varia­
bles, U y V, exhaustivamente conocidas que consti- 
tuyen los compos de referenda a partir de I os cua- 
les hemos seleccionado la informacion para desa- 
rrollar este ejercicio. La variable U, variable princi­
pal, representa permeabilidades (figure 3) y la va­
riable V, variable secundaria (figure 4), un atributo 
geofisico correlacionado con aquella, como por 
ejemplo la atenuacion o la velocidad sfsmica.

Como se aprecia en la figure 3, el campo de 
permeabilidades tiene una zona de valores altos 
rodeada por dos zonas de valores bajos. Se ha uti- 
lizado la misma escala de grises en ambas figures 
para mostrar que, a pesar de que el patron de 
continuidad espacial de am bos compos es similar, 
la variable secundaria tiene menos variabilidad 
que la variable principal, siendo el coeficiente de 
correlacion lineal entre estos igual a 0.6.

Del campo de la figure 3 se seleccionan 20 da­
tos regularmente espaciados segun el patron de la 
figure 5, los cuales constituyen los datos duros. Es­
tos datos correspondence a medidas directas en 
perforaciones realizadas in situ. Por otro lado, con- 
sideramos que el campo de la figure 4 es el resul­
tado de una campana de prospeccion sfsmica 3- 
D, lo que nos proporciona informacion exhaustive 
acerca de la variable secundaria.

Para la estimacion de los para metros que cuanti- 
fican la correlacion espacial de las variables en 
juego y su interrelacion disponemos de un conjun- 
to de datos de calibracion, integrado por 200 pa- 
rejas que fueron seleccionadas aleatoriamente de 
los compos exhaustivos de las figures 3 y 4, y cu- 
yas localizaciones pueden verse en la figure 6.

Este conjunto de datos no interviene en las. esti- 
maciones que de la variable principal se realizan 
mds adelante, solo es utilizado para obtener los 
pardmetros de correlacion necesarios por coda al­
goritmo. Algunos de estos pardmetros se calibran

a partir de un diagrama de dispersion como el que 
se muestra en la figure 2, y que justamente corres­
ponds a estos 200 datos de calibracion.

En la figure 7 se presentan los variogramas obte- 
nidos a partir de los datos de calibracion para la 
variable principal y para la secundaria y el vario- 
grama cruzado entre estos.

El variograma es una funcion vectorial que mide 
la distancia estructural entre dos puntos en funcion 
de la distancia euclfdea. Es una funcion creciente 
que se estabiliza para un valor denominado mese- 
ta a una distancia llamada alcance. El alcance es 
la distancia a la cual la correlacion de la variable 
desaparece, y en general, varfa con la direccion. 
La pendiente del variograma es mas tendida en la 
direccion de maxima continuidad indicando que la 
correlacion se pierde mas lentamente, y lo es me­
nos en la direccion de minima continuidad donde 
la correlacion desaparece mas rapidamente.

En nuestro ejercicio las direcciones de maxima y 
minima continuidad son N30O y N60E respectiva- 
mente. En la figure 7 se muestran con linea de 
puntos el variograma experimental y en linea llena 
los modelos ajustados.

7.1 Resultados de los algoritmos 
de estimacion

Estamos interesados en obtener un campo esti- 
mado de la variable principal U considerando 
toda la informacion disponible, esto es, los 20 da­
tos duros y los 24000 datos blandos.

La solucion mas sencilla es despreciar los datos 
blandos e interpolar los 20 datos de la variable 
principal. En la figure 8 se muestra el resultado de 
realizar el krigeado simple de los 20 datos duros. 
El mapa resultante presenta una resolucion pobre 
en comparadon con el campo de referenda de la 
variable principal (figure 3). La interpolacion reali- 
zada no considera la informacion secundaria, y 
solo se ha realizado con el fin de comparer los re­
sultados obtenidos cuando dicha informacion es 
incorporada en las estimaciones. La valoracion de 
los compos estimados se hace comparandolos con 
el campo de referenda de la figure 3 y con el 
campo que resulta de interpolar la informacion 
principal sin incorporar la secundaria (figure 8).
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7.1.1 Analisis de los resultados

Regresion lineal
A partir de los 20 dates de la variable principal y 

los correspondientes datos secundarios en las mis- 
mas localizaciones, se calibra una recta de regre­
sion. Las estimaciones de la variable principal son 
obtenidas transformando el campo secundario de 
la figure 4 a troves de dicha recta de regresion. 
Este metodo es simple y no es capaz de considerar 
la dependence: espacial entre las variables. Su 
bonded depende del grado de correlacion lineal 
entre los datos. El campo resultante de la aplica- 
cion de este metodo se presenta en la figure 9. 
Como puede apreciarse corresponde a un escala­
de de la figure 4, y dado que disponemos de in­
formation secundaria densamente muestreada y 
que los patrones de continuidad espacial de las 
variables en juego son similares, la calidad del 
campo resultante es buena.

Krigeado con una derive externa
Este metodo es aplicable cuando de alguna ma- 

nera podemos afirmar que la variable secundaria 
define la tendencia de la variable principal. En 
nuestro caso el campo exhaustive de las medidas 
de atenuacion o velocidades sismicas puede ser un 
buen informador de la tendencia de la porosidad 
(y de la transmisividad) del acuifero. El campo re­
sultante se muestra en la figure 10. Como para el 
caso de regresion lineal este metodo requiere co- 
nocer la variable secundaria de forma exhaustive, 
por lo que la calidad del campo interpolado se ve 
afectada si la information blanda es escasa. Ade- 
mas este metodo no explota la correlacion espa­
cial entre las variables consideradas.

Cokrigeado colocalizado
Este metodo incorpora la informacion secundaria 

como covariada, es decir que explota la informa­
cion sob re continuidad espacial de la variable 
principal y la de la correlacion lineal puntual entre 
la variable primaria y la secundaria. Al igual que 
los metodos anteriores requiere del conocimiento 
de la variable secundaria de forma exhaustive. El 
campo resultante se muestra en la figure 11. Aun- 
que, por lo menos a tenor de este ejercicio, no se 
puede afirmar que el resultado sea mejor que el 
de los metodos anteriores, la gran ventaja de este

algoritmo radica en su menor costo computatio­
nal, sobre todo si se desea incorporar mas de una 
variable secundaria.

Cokrigeado complete
Toda la informacion es tratada como covariada, 

es decir que se utilize la auto-correlacion espacial 
de las variable principal y secundaria y la correla­
cion cruzada entre las mismas. El campo resultante 
se muestra en la figure 12. De los metodos cuyos 
resultados hasta aqui hemos presentado, el cokri­
geado complete es el que mayor informacion so­
bre la correlacion entre las variables incorpora. En 
contrapartida requiere un mayor esfuerzo de mo­
deration de variogramas y el tiempo de compute 
puede ser muy elevado si se quiere incorporar mas 
de una variable secundaria. Es interesante compa­
rer las imagenes 11 y 12 y apreciar la poca degra­
dation que implica considerar solo el data secun­
dario colocalizado.

Krigeado indicador
Como fue explicado en el punto 5.7, el krigeado 

indicador no produce una estimation del valor que 
la variable en juego puede tener, sino que estima 
valores de la probabilidad de que dicha variable se 
encuentre por debajo de determinado valor. Estos 
valores son interpolados y extrapolados obteniendo 
una funcion de distribution de probabilidades a 
partir de la cual se elige generalmente el valor me­
dio o el mediano como estimador de la variable 
que interesa. En el ejemplo que aquf presentamos 
se ha seleccionado el valor mediano, siendo el 
campo resultante el que se muestra en la figure 13. 
El aspetio de este campo es el peor de los hasta 
aquf presentados ya que coda dato blando ha sido 
codificado como un dato de intervalo a partir del 
diagrama de dispersion de los datos de calibra­
tion siguiendo la metodologfa que comentamos a 
continuation. Se divide el rango de variation de la 
variable secundaria. Para nuestro ejercicio hemos 
considerado los deciles. Dentro de coda intervalo 
asf definido para la variable secundaria se prece­
de a obtener el valor minima y maxima que toma 
la variable principal. Estos valores definen el inter­
valo dentro del cual para un dado valor de la va­
riable secundaria esta el valor de la variable prin­
cipal. Esto es, sabemos que si la variable secunda­
ria toma un determinado valor, el valor de la va­
riable principal estara entre un maxima y un mini- 
mo pero sin saber exactamente cual es ese valor.
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Evidentemente cuanto menos disperse sea la nube 
que forman I os datos de calibration mas estrechos 
seran los intervales calibrados, lo que restringira 
mas la variabilidad de la variable principal y mejo- 
rara la calidad de la information incorporada. 
Una vez realizada esta calibration todos los datos 
secondaries son transformados de acuerdo a ella e 
incorporados en el proceso de krigeado indistinta- 
mente con los datos duros. Esto supone una gran 
incertidumbre puesto que no conocemos cuanto 
vale la variable dentro de los limites de coda inter- 
valo. El krigeado indicador se com porta mejor que 
los metodos anteriores cuando la information se­
cundaria no esta densamente muestreada.

Cokrigeado indicador

Al igual que el krigeado indicador este metodo 
permite construir las distribuciones locales de fre- 
cuencia para la variable modelizada a partir de las 
cuales es posible seleccionar un valor de esta. En 
este ejercicio Memos seleccionado el valor media- 
no. El campo resultante puede verse en la figure 
14. Puede observarse que el resultado es muy bue- 
no y apreciar el impacto que tiene el construir las 
distribuciones locales considerando los indicadores 
de las variables principal y secundaria por separa- 
do comparando esta figure con la anterior.

Campo de probabilidades

En la figure 15 puede verse el campo interpola- 
do aplicando la extension del algoritmo de simula­
tion por campo de probabilidades a la que hici- 
mos referenda en el punto 6.3. Si se dispone de la 
information secundaria de forma exhaustive y de 
las funciones locales de distribution de prob­
abilidades, posiblemente construidas a partir de al- 
guno de los metodos presentados, el algoritmo es 
el mas eficiente computacionalmente.

7.2 Resultados de los algoritmos 
de simulation

Para evaluar el comportamiento de los algorit­
mos de simulation Memos realizado un ejercicio en 
el que modelizamos el flu jo de agua subterranea y 
el transpose de masa para el acuifero descrito en 
el punto 7.1. Los algoritmos evaluados fueron los 
siguientes:

□ simulation gausiana secuencial,
□ simulation gausiana secuencial por cokri­

geado colocalizado bajo un modelo marko- 
viano,

□ simulation indicadora secuencial,
□ simulation secuencial por cokrigeado indica­

dor con un modelo de Markov-Bayes,
□ simulation por compos de probabilidades, y
□ simulation por recocido simulado.

Utilizeremos una aproximacion de Monte Carlo, 
similar a la descrito por Gomez-Hernandez y Wen 
(1994), para cuantificar la incertidumbre en la esti­
mation del tiempo y de la position de llegada de 
un contaminante que viaja a troves del acuifero.

Primero, el problema de flujo y de transpose es 
resuelto para el campo de referenda (figure 16, 
campo superior). Por razones de eficiencia compu­
tational el campo original de 200 por 120 celdas 
es escalado utilizando bloques de 2 x 2 celdas y 
asignando a estos la media geometrica de los blo­
ques individuates. En la figure 16 (campo inferior) 
se muestra.el campo de referenda escalado. Las 
condiciones de borde que Memos considerado son: 
alt'ura prescrita constante en los hordes oeste y este 
iguales a 10 y 0 metros respectivemente, y flujo 
nulo a troves de los hordes norte y sur. El mapa de 
alturas piezometricas resultante se muestra en la fi­
gure 17. Puede observarse que a causa de las 
condiciones de borde el flujo medio se desarrolla 
en sentido oeste-este.

Para el problema de transpose Memos conside­
rado el caso de un hipotetico repositorio de resi­
dues nucleares localizado en el borde oeste del 
acuifero. Un escape de 2000 particulas uniforme- 
mente repartidas en un segmento de 0,2 kilome­
tres de longitud, cuyo centra se encuentra en la 
coordenada vertical y=0,6 km, es modelizado 
considerando solo el transpose advectivo. En las 
figures 16 y 17 se muestran las trayectorias segui- 
das por 20 de esas particulas representadas sobre 
el campo de transmisividades escalades y sobre el 
de alturas piezometricas, respectivamente. En la fi­
gure 18 Memos representado graficamente la cur­
ve de llegada del contaminante mientras que en la 
19 y 20 los histogramas de los tiempos y de las 
posiciones de llegada al borde este para 2000 
particulas respectivamente. Las mismas figures fue­
ron obtenidas a partir de los resultados obtenidos 
por coda uno de los metodos utilizados con el fin 
de ser comparados con las correspondientes al 
campo de referenda.
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Para el escenario descrito un analisis de la incer- 
tidumbre en la prediccion de las tiempos y las po- 
siciones de llegada es realizado utilizando las datos 
descritos en 7.1. La metodologfa seguida, la misma 
en coda uno de los metodos, es la siguiente:

a) Generamos 100 simulaciones del campo de 
transmisividad condicionadas tanto a la infor­
macion dura como a la blanda (excepto para 
el algoritmo de simulacion gausiana secuen- 
cial que no permite la incorporation de infor­
mation blanda), y con los patrones de varia- 
bilidad espacial modelizados a partir de los 
datos de calibration.

b) Coda uno de estos compos es escalado se- 
gun bloques de 2 x 2 a los cuales asignamos 
la media geometrica de los bloques indivi­
duates.

c) La ecuacion del flujo subterraneo es resuelta 
para cada uno de los compos obtenidos en el 
paso anterior.

d) Las trayectorias de las partfculas son evalua- 
das en cada uno de los compos simulados 
utilizando el programa descrito en Wen y 
Kung (1993) considerando solo el movimien- 
to advectivo del contaminante.

e) Los resultados son analizados estadfsticamen- 
te. Este analisis consiste en obtener para el 
conjunto de 100 realizaciones de cada meto- 
do, la curva media de llegada, las curves en- 
volventes correspondientes al 5% y al 95% de 
probabilidad, y los histogram as de las posi- 
ciones y los tiempos de llegada.

En las figures 21 a 26 mostramos, a la izquier- 
da, tres compos escalados de transmisividad, y a 
la derecha los correspondientes compos de alturas 
piezometricas que resultan de la resolution del 
modelo de flujo. Sobre todos los compos Memos 
representado graficamente las trayectorias segui- 
das por 20 partfculas que escapan del repositorio.

En la figure 27 se muestran la curva de llegada 
media y las envolventes correspondiente al 5% y al 
95% de probabilidad para cada uno de los meto­
dos considerados. Tambien se ha representado la 
curva de llegada correspondiente al campo de re­
ferenda. Por ultimo en las figures 28 y 29 pueden 
verse los histogramas de la position y los tiempos 
de llegada respectivamente, correspondientes al 
campo de referenda y a cada uno de los metodos.

7.2.1 Analisis de los resultados

Simulacion gausiana secuencial
La simulacion de la variable principal adoptando 

un modelo multigausiano para describir su de­
pendence espacial fue realizado considerando 
solo la informacion acerca de la variable principal, 
esto es, los 20 datos duros. A pesar de esto, y 
como Memos comentado en el punto 6.1.1, la si­
mulation gausiana secuencial de una variable 
puede realizarse considerando una o varies varia­
bles secundarias, siendo tambien posible la cosi- 
mulacion de varies atributos. Aquf estamos intere- 
sados en evaluar el impaefo que tiene la incorpo­
ration de la informacion complementaria compa­
re ndo los resultados obtenidos en este punto con 
los de los subsiguientes.

Simulacion gausiana secuencial por cokrigeado 
colocalizado bajo un modelo markoviano

La simulation gausiana del atributo principal se 
realize considerando ademas de los 20 datos du­
ros como en el metodo anterior, el data secunda­
ria colocalizado en el punto a estimar. Si compa­
re m os las figures 21 y 22 podemos ver la notable 
influencia que tiene considerar informacion com­
plementaria. Los compos simulados de transmisivi­
dad son mas consistentes con el de referenda, lo 
que naturalmente se refleja en los correspondien­
tes compos de alturas piezometricas. Las caracte- 
rfsticas a gran escala son mejor descritos cuando 
se considera la informacion secundaria por lo que 
la incertidumbre en la prediccion de la position y 
de los tiempos de llegada sera menor como puede 
apreciarse observando las curves de llegada repre- 
sentadas en la figure 27 para cada metodo. Am- 
bas curves medias muestran la misma desviacion 
sesgada con respecto a la de referenda, pero el 
ancho del intervalo de probabilidad definido por 
las curves envolventes es mucho menor para el 
caso que considera informacion secundaria. Mas 
interesante es observer el comportamiento de la 
trayectorias de las partfculas de contaminante. 
Mientras que para el caso en que solo se conside­
ra la informacion principal la position de llegada 
puede variar considerablemente de un campo a 
otro, en el caso de incorporar informacion secun­
daria el rango de variation de estas posiciones 
disminuye drasticamente. Esto puede verse clara- 
mente expresado por los histogramas de la posi-
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cion de llegada de la figure 28. La incorporation 
de la information secundaria reduce en mas de 
100 veces la varianza de la position de llegada. 
Algo similar ocurre con los tiempos aunque en me- 
nor escala.

Simulation indicadora secuencial
La simulation indicadora secuencial se realizd 

considerando toda la information disponible. En 
este caso los datos blandos fueron codificados 
como datos de intervalo a partir del diagrama de 
dispersion de los datos de calibration como ha 
sido descrito en 7.1. En la figure 23 se muestra el 
resultado de nuestro ejercicio para este metodo. 
Este metodo tampoco logra una adecuada repro­
duction de la variabilidad a gran escala de la 
transmisividad, lo que afecta a las trayectorias, y 
en consecuencia a los tiempos y la position de lle­
gada. Esto puede comprobarse observando en la 
figure 27 las curves de llegada y sobre todo las 
envolventes para el 5% y el 95% de probabilidad. 
A pesar de que la curva media se aparta de igual 
manera que para los demos metodos, la incerti- 
dumbre representada por la separation entre en­
volventes es mayor. De igual forma lo expresa el 
histograma correspondiente en la figure 28.

Simulation secuencial por cokrigeado indicador con un 
modelo de Markov-Bayes

Como hemos explicado en el punto 5.8 el cokri­
geado indicador con un modelo de Markov-Bayes 
permite la mejor incorporation de la information 
secundaria. Tres de los compos generados bajo 
este formalismo se muestran en la figure 24. Pue­
de verse que la reproduction del campo de trans­

misividad es muy bueno lo que redunda en el 
comportamiento de los tiempos de llegada. Las 
envolventes en la figure 27 determinan un interva­
lo mas estrecho alrededor de la media y el histo­
grama de la position de llegada en la figure 28 
muestra que los estadisticos globales del conjunto 
de 100 simulaciones son los mas cercanos a los 
de referenda.

Simulation por compos de probabilidades

La simulation por campo de probabilidades fue 
implementada utilizando como funciones locales 
de distribution condicionadas a la information dis­
ponible, las construidas via el algoritmo de cokri­
geado indicador bajo un formalismo de Markov- 
Bayes. El metodo se comporta relativamente bien 
en cuanto a la representation de la curva media 
de llegadas, pero no asi con respecto a las envol­
ventes. Esto se puede visualizar tambien en el his­
tograma de las posiciones y tiempos de llegada (fi­
gure 28 y 29). El atractivo de este metodo esta en 
el menortiempo de CPU que requiere.

Simulation por recocido simulado

Una tecnica de recocido simulado ha sido utili- 
zada para generar compos de transmisividad con- 
dicionados a los datos duros, al patron de conti- 
nuidad espacial y al histograma bivariado obteni- 
do a partir de los datos de calibration. Dado que 
este es un algoritmo de optimization y que conta­
ngos con information secundaria exhaustive los 
compos simulados son muy similares entre si, re- 
sultando en que las curves envolventes estdn muy 
cerca de su media.

s.
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1.2

1.0

0.8

J 0.6
>-

0.4

0.2

0

■ 1270*3 - max
■ 8055 - 1270.3
□ 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1

305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
□ 100.2 - 146.0
□ 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
□ 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
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Figura 3. Campo de referenda de la variable principal (U).
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Figura 4. Campo de referenda de la variable secundaria (V).
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Figura 5. Localization de los datos duros.

Figaro 6. Localization del conjunto de datos de calibration.
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Variograma de U en la direction N60E Variograma de U en la direction H30O
500000. 500000.

200000.-

100000.- 100000.-

Voriograma de V en la direction N60E Variograma de V en la direction H30OIZWUU.120000.

100000. —100000.-

j? 60000. —

40000.-

20000.-

Diflantia Distantio

Variograma cruzado en la direction N60E Variograma cruzado en la direction N30O
200000. 200000.

120000.-

Figura 7. Variogramas experimentales y modelos ajustados. For columns los voriogmos en los direcciones N60E y N30O. 
Por filas los voriogmos de la variable principal[ secundaria y cruzado.
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■ 1270.3 - max
■ 8055 -1270.3
H 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1
i_ j 305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
□ 100.2 - 146.0
m 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
■ 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

Figure 8. Campo interpolado por krigeado simple con media global de los 20 datos duros.

■ 1270.3 - max
■ 8055 -1270.3
■ 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1

305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
0 100.2 - 146.0
■ 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
■ 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

Figaro 9. Campo estimado por regresion lineal.
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■ 1270.3 - max
■ 805.5 - 1270.3
□ 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1

305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
□ 100.2 - 146.0
□ 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 25.5 - 41.6
□ 15.1 - 25.5
0 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

Figura IQ.Compo estimado porkrigeado con una deriva externa.

■ 1270.3 - max
■ 805.5 -1270.3
□ 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1
] | 305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
□ 100.2 - 146.0
□ 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 25.5 - 41.6
□ 15.1 - 25.5
□ 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

Figura 11. Campo estimado por cokrigeado colocalizado.
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■ 1270.3 - max
■ 8055 -1270.3
□ 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1

305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
□ 100.2 - 146.0
□ 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
0 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

Figura 12. Campo estimado porcokrigeado complete.

■ 1270.3 - max
■ 8055 -1270.3
Q 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1

305.8 - 415.1
i—! 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
□ 100.2 - 146.0
□ 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
0 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

Figuro 13. Campo estimado por krigeado indicador.
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■ 1270.3 - max
■ 805.5 - 1270.3
m 558.1 - 8055

□ 415.1 - 558.1
305.8 - 415.1

□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
□ 100.2 - 146.0
□ 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 25.5 - 41.6
□ 15.1 - 255m 7:9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

Figure 14. Campo estimado por cokrigeado indicodor.

■ 1270.3 - max
■ 8055 - 1270.3
0 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1
□ 305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
□ 100.2 - 146.0
0 66.7 - 100.2
□ 41.6 - 66.7
□ 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
■ 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

Figura 15. Campo estimado por campo de probabilidades.
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■ 1270.3 - max
■ 8055 -1270.3
■ 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1
□ 305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
■ 100.2 - 146.0
■ 66.7 - 100.2
■ 41.6 - 66.7
0 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
■ 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

X(km)

>-

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

■ 1270.3 - max
■ 8055 -1270.3
■ 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1
□ 305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
■ 100.2 - 146.0
■ 66.7 - 100.2
■ 41.6 - 66.7
E 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
■ 7.9 - 15.1
■ 2.9 - 7.9
■ 0.1 - 2.9
■ min - 0.1

X (km)

Figura 16. Campo de transmisividades de referenda. Arriba: campo original. Abojo: compo escolado considerando blogues de2x2 
celdas. Sobre este ultimo se ban representado graficamente las trayectorias de 20 partfculas.
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1.2

1.0

0.8

J 0.6 
>-

0.4
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0

■ 1270.3 - max
■ 8055 -1270.3
■ 558.1 - 8055
□ 415.1 - 558.1
u 305.8 - 415.1
□ 214.2 - 305.8
□ 146.0 - 214.2
■ 100.2 - 146.0
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■ 41.6 - 66.7m 255 - 41.6
□ 15.1 - 255
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Figuro 17. Compo de olturos piezomeiricas de referenda y trayectorias de 20 portfolios.

Cum de llegada para el campo de referenda

• • *

0.80 -

0.60 -

0.40 -

0.20 -

Tiempo de llegada

Figuro 18. Curva de llegada para el campo de referenda.
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Referenda
0.400 -

0.300 -

I 0.200 -

0.100 -

0.000
to

Numero de dales 2000
media 10.7196 

des. est. 6.4536 
coef. de var. 0.6020 

maxima 107.1290 
cuartil superior 11.6223 

mediana 9.1976 
cuartil inferior 8.0926 

minima 7.4834

0.0 10.0 20.0

Variable

30.0
—P-

40.0

Figure 19. Histograma de los tiempos de llegada para el campo de referenda.

Referenda
0.800 -

0.700 -

0.600 —

0300 -

S 0.400 -

0.300 -

0.200 -

0.100 -

0.000 H---- 1---- ,---- r-U-p
0. 40.

Numero de dales 2000
media 37.4214

des. est. 0.7105
coef.de var. 0.0190

maxima 38.9440
cuartil superior 37.9460

mediana 37.0525
cuartil inferior 36.7640

minima 36.7590
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80. 120. 160.
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Figura 20. Histograma de la posidon de llegada para el campo de referenda.
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1270.3 - max ■ 9.4 - 10.0
805.5 - 12703 ■ 8.8 - 9.4
558.1 - 8055 □ 8.1 - 8.8
415.1 - 558.1 □ 75 - 8.1
305.8 - 415.1 r 6.9 - 75
214.2 - 305.8 □ 6.2 - 6.9
146.0 - 2142 □ 5.6 - 62
1002 - 146.0 □ 5.0 - 5.6
66.7 - 1002 □ 4.4 - 5.0
41.6 - 66.7 □ 3.8 - 4.4
253 - 41.6 □ 3.1 - 3.8
15.1 - 255 □ 25 - 3.1
7.9 - 15.1 □ 1.9 - 25
2.9 - 7.9 ■ 12 - 1.9
0.1 - 19 ■ 0.6 - 12

min - 0.1 ■ 0.0 - 0.6''

Figura 21. A la izquierda: ties compos generados por simulacion gausiana secuenciol. A la derecba: compos de alfuras piezometricas
resultantes. Sobre todos los campos se ban represenfado las trayectorias para 20 partlculas.
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1270.3 - max ■ 9.4 - 10.0
805.5 - 12703 ■ 85 - 9.4
558.1 - 8055 □ 8.1 - 8.8
415.1 - 558.1 □ 75 - 8.1
3058 - 415.1 6.9 - 75
2143 - 305.8 □ 62 - 6.9
146.0 - 2143 □ 5.6 - 61
1002 - 146.0 □ 5.0 - 5.6
662 - 1003 □ 4.4 - 5.0
41.6 - 66.7 □ 32 • 4.4
255 - 41.6 □ 3.1 - 3.8
15.1 - 255 □ 25 - 3.1
7.9 - 15.1 h 1.9 - 25
2.9 - 7.9 ■ 12 - 1.9
0.1 - 2.9 ■ 0.6 - U

min - 0.1 ■ 0.0 - 0.6

Figura 22. A la izquierda: fres compos generados por simulacidn gausiana secuencial por cokrigeado colocaltado bajo un modelo
markoviano. A la derecba: compos de alfuras piezomefncas resultantes. Sobre todos las compos se ban representado las trayecforias

para 20 parffculas.
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1270.3 max ■ 9.4 - 10.0
8055 - 12703 ■ 8.8 - 9.4
5511 - 8055 ■ 8.1 - 83
415.1 - 558.1 □ 75 - 21
305.8 - 415.1 □ 6.9 - 75
2143 - 305.8 □ 65 - 6.9
146.0 - 2142 □ 5.6 - 62
1002 - 146.0 ■ 5.0 - 5.6
667 - 1002 ■ 4.4 - 5.0
415 - 667 ■ 3.8 - 4.4
255 - 41.6 ■ 3.1 - 3.8
15.1 - 255 B 25 - 3.1
7.9 - 15.1 ■ 1.9 - 25
2.9 - 7.9 ■ U - 1.9
0.1 - 29 ■ Oi - 12

min - 0.1 ■ 0.0 - 0.6

Figura 23. A la izquierda: tres compos generados por simulation indicadora secuentiol. A lo derecha: compos de alturas piezometricas
resoltantes. Sobre todos los compos se ban representado las trayectorias para 20 patiicolas.
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12703 max ■ 9.4 10.0
8055 12703 ■ 83 9.4
558.1 8055 ■ 8.1 83
415.1 558.1 □ 75 8.1
3053 415.1 □ 6.9 75
2142 3053 □ 62 6.9
146.0 2142 □ 55 62
1002 1463 ■ 53 55
667 1002 ■ 4.4 53
41.6 667 ■ 33 4.4
255 415 ■ 3.1 33
15.1 255 ■ 25 3.1
7.9 15.1 ■ 1.9 25
29 7.9 ■ 12 1.9
0.1 29 ■ 05 12

min 0.1 ■ 03 05

Figura 24. A la izquierda: ties compos geneiados por simulation secuentialporcokrigeado indicadorbajo un modelo maikoviano.
A la deiecha: compos de alturas piezometricas resultantes. Sobre todos los compos se han representado las tiayectorias para 20 partial-
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12703 - tnox ■ 9.4 - 10.0
8055 - 12703 ■ 8.8 ■ 9.4
558.1 - 8055 □ 8.1 - 8.8
415.1 - 558.1 o 75 - 8.1
305.3 - 415.1 □ 6.9 - 75
21472 - 305.8 □ 62 - 6.9
1465 - 2142 □ 5.6 - 62
1002 - 146.0 □ 5.0 - 5.6

66.7 - 1002 □ 4.4 - 5.0
41.6 - 66.7 □ 3.8 - 4.4
255 - 41.6 □ 3.1 - 3.8
15.1 - 255 □ 25 - 3.1
7.9 - 15.1 M 1.9 - 25
2.9 - 7.9 U 12 - 1.9
0.1 - 29 m 0.6 - U

min - 0.1 u 0.0 - 0.6

Figura 25. A la izquierda: ties compos generados por simulation poi campo de probabilidades. A la derecba: compos de alturos
piezometricos resoltantes. Sobre todos los compos se ban representado las trayectorias para 20 partlculas.
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1270.3 ■ 9.4 - 10.0
8055 - 12705 ■ 8.8 - 9.4
558.1 - 8055 ■ 8.1 - 8.8
415.1 - 558.1 □ 75 - 8.1
3055 - 415.1 n 6.9 - 75
214.2 - 3055 □ 65 - 6.9
146.0 - 2145 □ 5.6 - 62
1005 - 146.0 H 5.0 - 5.6
667 - 1005 ■ 4.4 - 55
41.6 - 66.7 m 35 - 4.4
255 - 415 0 3.1 - 3.8
15.1 - 255 □ 25 - 3.1
7.5 - 15.1 ■ 1.9 - 25
2.9 - 7.9 ■ 15 - 1.9
0.1 - 59 ■ 0.6 - U

min - 0.1 ■ 0.0 - 0.6

Figura 26. A la izqoierda: tres compos generados porsimolacidn porrecocido simolado. A la derecho: compos de alturas piezometricas 
resultantes. Sobre todos los compos se ban representado las trayectorias para 20 portfolios.
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t-t—r

Tiempo de llegada Tiempo de llegada

i | r

Tiempo de llegadaTiempo de llegada

Tiempo de llegadaTiempo de llegada

Figure U. Curvos de llegada para las 100 reolizodones generadas por coda metodo. En linea contfnua la curve correspondiente al campo 
de referenda, en linea punteada la curva media del ensamble, y en linea de trazos los Ifmites para el 5 y el 95% de probabilidad.
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Figura 28. Histograms de la posidon de llegada para el campo de referenda y pore las 100 realizadones generadas par cade metodo.
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Figura 29. Histograms de los tiempos de llegado parael campo de referenda y para las 100 realizaciones generadas por coda metodo.
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8. Conclusiones

En este informe hemos revisado con cierto deta- 
lle los algoritmos geoestadfsticos existentes capa- 
ces de incorporar distintos tipos de information. 
Las tecnicas disponibles pueden clasificarse segun 
persigan la obtencion de una o multiples repre- 
sentaciones del parametro modelizado. Hablamos 
asi de algoritmos de estimation y de algoritmos de 
simulation respectivamente.

De los algoritmos de estimation, salvo los casos 
de krigeado simple, ordi'nario y universal, todos 
permiten la consideration de varias variables se- 
cundarias. La regresion tradicional es el mas senci- 
llo de todos estos algoritmos, pero tiene grandes 
limitaciones para incorporar la information prove- 
niente de una fuente secundaria. Se comporta 
adecuadamente cuando se dispone de informa­
tion secundaria exhaustivamente muestreada y 
bien correlacionada con la principal. El krigeado 
con una derive externa permite la inclusion en el 
campo estimado de una tendencia extrafda de una 
variable secundaria. Sin embargo los valores de 
esta variable externa no intervienen en la estima- 
ci6n del atributo principal. Ademas, al utilizer esta 
tecnica, estamos asumiendo que el patron de va- 
riabilidad de la variable secundaria es repre­
sentative de la principal, lo que es generalmente 
dificil de documentor.

El cokrigeado, en qualquiera de sus formas, pro- 
porciona un estimador donde se considera de for­
ma separada coda tipo de information. For un 
lado la variable secundaria interviene directamente 
en la inferencia de la primaria, y por otro es posi- 
ble considerar las autocorrelaciones de cada va­
riable y las correlaciones cruzados entre ellas. En 
su implementation tradicional el costo computa­
tional del cokrigeado es elevado. Hay variantes 
dentro del cokrigeado que permiten reducir la ta- 
rea de estimar las covarianzas requeridas por cada 
sistema de ecuaciones planteado. Mientras que el 
cokrigeado complete considera, dentro de un cier­
to entorno, todos los datos disponibles para real!-, 
zar cada estimation, el cokrigeado colocalizado 
sdlo incorpora como information secundaria el 
data localizado en el punto a estimar, reduciendo 
considerablemente el ntimero de covarianzas a in- 
•ferir. Si ademas se asume un modelo de tipo ma- 
rkoviano, estas inferencias se reducen a las cova­
rianzas de la variable principal, ya que las corres- 
pondientes a la variable secundaria y las cruzados 
se expresan como una funcidn sencilla de las pri- 
meras.

La introduction de la funcidn indicadora permite 
codificar, de manera sencilla y general, diferentes

tipos de datos. Por medio del krigeado indicador 
se puede inferir, ya no un unico valor local, si no 
un modelo de incertidumbre complete en cada 
punto considerado, esto es, es posible establecer 
la distribution local acumulada de probabilidades 
del parametro modelizado. A partir de estas distri- 
buciones se puede seleccionar la media o la me- 
diana como valor estimado.

El algoritmo de Markov-Bayes, aplicado a varia­
bles indicadoras, considera un estimador cokrigea­
do para la incorporation de la information exter­
na. Por medio de una asuncion markoviana similar 
a la comentada antes, es posible reducir el numero 
de covarianzas a calcular, de to I forma que en la 
practice no necesitamos calcular mas covarianzas 
que en el krigeado indicador estandar. En contra- 
pa rtida, la consideration de un estimador por co­
krigeado tiene las ventajas-de poder separar los 
patrones de continuidad espacial de los distintos ti­
pos de information, y la de permitir la mejora de 
las funciones de probabilidad acumuladas locales 
estimadas a priori en funcion de la information ve- 
cina.

De la aplicacion de estos algoritmos para la 
construction de un solo campo de la variable de 
interes podemos concluir que, para el caso en 
que, como en nuestro ejercicio disponemos de in­
formation secundaria densamente muestreada, los 
algoritmos mas sencillos, como la regresion lineal 
y el krigeado con una derive externa pueden tener 
un buen comportamiento a un menor costo com­
putational que los mas complejos.

Cualquiera de los algoritmos de interpolation 
que permiten la inferencia de un modelo de incer­
tidumbre, puede ser utilizado para simulation es- 
tocastica. Se trata solo de obtener varias reali- 
zaciones a partir de las funciones de probabilidad 
construidas en cada localization. La simulation se- 
cuencial se muestra como uno de los mas flexibles 
y potentes algoritmos de simulation. La asuncion 
de un modelo multigausiano representando la dis­
tribution del atributo modelizado, conduce al al­
goritmo de simulation gausiana secuencial. Como 
hemos mostrado es el mas simple de los algorit­
mos dado la sencillez del modelo asumido para 
las variables en juego. Si consideramos un estima­
dor cokrigeado colocalizado y un modelo de Ma­
rkov el algoritmo resulta aun mas sencilla. La si­
mulation gausiana individual puede extenderse fa- 
cilmente a varias variables, lo que la hace espe- 
cialmente apta para el problema de la incorpora­
tion de varies atributos secundarios.
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En el ambito no parametrico, tanto el krigeado 
indicador como el cokrigeado colocalizado bajo 
un modelo de Markov-Bayes pueden utilizarse 
para simulacidn. La simulacion por recocido simu- 
lado es otra de las tecnicas capaces de incorporar 
informacion secundaria. La condition para ello es 
que to I informacion pueda expresarse como una 
componente de la funcion objetivo a ser optimiza- 
da. La simulacion por compos de probabilidad se- 
para las tareas de construction de los modelos de 
incerfidumbre y de generation de las realizaciones 
equiprobables. Esta tecnica puede ser atractiva si

contamos con la suficiente informacion para poder 
definir dichos modelos en todos los puntos del do- 
minio de simulacion.

En cuanto al ejercicio de simulacion aquf presen- 
tado hemos comprobado que para el caso en que 
dispongamos de informacion secundaria exhausti­
ve, tanto el algoritmo de cokrigeado indicador con 
un modelo de Markov-Bayes como el de simula­
cion por recocido simulado se muestran como los 
mas robustos.
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9. Adendum

El mismo ejercicio que presentamos en este in­
forme fue repetido bajo las mismas condiciones 
pero considerando que la information secundaria 
solo era disponible en un 1% de las celdas del 
acuifero. Queremos puntualizar en este aparfado 
algunos de los resultados a los que hemos llegado 
en ese ejercicio. En el caso de los metodos que re- 
quieren conocer la variable secundaria en coda 
nodo donde se quiere estimar la primaria, es nece- 
sario implementor un paso intermedia antes de 
proceder a la estimacion/simulacion. Se trata de 
krigear los datos de la variable secundaria sobre

todo el dominio de modelizacion. Despues, al utili­
zer este campo interpolado para estimar la varia­
ble de interes, los compos resultantes se ven afec- 
tados por esta interpolation. Es en estos casos en 
donde los algoritmos no parametricos como el kri- 
geado/cokrigeado indicador muestran un mejor 
comportamiento que los demos. Particularmente 
robusto resulta el algoritmo de Markov-Bayes. En 
Cassiraga y Gomez-Hernandez (1995) puede en- 
contrarse un caso en donde la information blanda 
esta disponible en aproximadamente el 1% de los 
nodos de la malla a estimar.
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